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本 书 介绍 拓扑 空间 、 微 分 流 形 的 基本 内 容 以 
及 代数 拓扑 的 初步 知识 ,是 一 本 大 范围 分 析 和 现 
代 微 分 几何 的 入 门 书 , 内 容 包 括 : 集 论 初步 、 拓 扑 
空间 、 微 分 流 形 、 张 量 、 外 微分 .基本 群 和 同调 群 简 

此 书 可 作为 综合 大 学 、 高 等 师范 院 校 数学 专 
业 和 理论 物理 专业 本 科 生 和 研究 生 教 材 ,也 可 供 
有 关 科 技 人 员 参 考 。 


与 古典 数学 相 比 ,近代 数学 已 走出 了 数 集 的 范围 ,而 在 抽象 的 
集合 中 讨论 数学 问题 。 对 集合 赋予 它 一 个 拓扑 结构 ,使 它 成 为 一 
个 拓扑 空间 ,可 讨论 连续 问题 。 对 拓扑 空间 赋予 它 一 个 微分 结构 ， 
使 它 成 为 微分 流 形 ,就 可 在 其 中 讨论 微分 和 积分 等 问题 。 

经 典 数 学 在 研究 空间 的 局 部 性 质 方面 已 经 有 了 成 熟 的 理论 和 
方法 ,而 近代 数学 发 展 的 主流 方向 之 一 是 研究 空间 的 大 范围 性 质 。 
经 典 的 分 析 学 研究 的 只 是 定义 在 欧 氏 空间 或 其 开 子 集 上 的 内 容 ， 
而 大 范围 分 析 及 整体 几何 研究 的 对 象 是 建立 在 称 之 为 流 形 的 基础 
之 上 的 。 因 此 ,现代 数学 很 多 专门 方向 都 以 拓扑 与 流 形 为 基础 ,都 
或 多 或 少 地 使 用 流 形 论 的 语言 ,而 且 越 是 近代 的 内 容 涉及 拓扑 与 
流 形 论 的 知识 就 越 多 。 正 如 著名 数学 家 陈省身 教授 指出 的 :“ 将 来 
数学 研究 的 对 象 , 必 然 是 流 形 。 为 了 适应 面向 21 世纪 课程 体系 和 
教学 内 容 的 改革 ,有 必要 开设 “拓扑 与 流 形 " 课 。 

云南 师范 大 学 数学 学 院 从 1993 年 就 着 手 实验 将 拓扑 与 流 形 
结合 起 来 作为 一 个 学 期 的 课程 开设 ,考虑 到 在 教学 过 程 中 既 要 照 
项 到 一 般 院 校 和 师范 院 校 学 生 的 基础 ,又 要 保持 知识 的 连贯 性 和 
内 容 的 近代 化 ,我 们 编写 了 《拓扑 与 流 形 》 一 书 。 编 写 过 程 中 ,我 们 
力求 体现 现代 数学 思想 和 被 广泛 应 用 的 数学 方法 ,又 注意 为 读者 
Я 于 接受 ,使 概念 和 理论 不 致使 初学 者 感到 艰 涩 难 明 。 在 概念 引 
入 时 ,尽量 将 抽象 难 懂 的 概念 表述 得 具体 直观 , 尽 可 能 与 欧 氏 空间 

l 


熟知 的 概念 联系 起 来 ;同时 ,多 用 例题 给 予 新 概念 进行 诠释 和 阐 
明 。 理 论证 明 中 ,尽量 体现 处 理 大 范围 问题 的 思想 和 方法 ,强调 本 
课程 与 其 他 数学 学 科 不 同 的 地 方 。 

教材 在 内 容 上 先 介绍 集合 论 的 有 关 知 识 , 再 以 拓扑 空间 的 理 
论 为 主线 ,并 借助 欧 氏 空间 和 度量 空间 启发 拓扑 概念 ,重点 介绍 拓 
扑 空间 的 可 数 性 (以 AA 空间 为 主 )、 分 离 性 (以 TI、T 空间 为 
E) 连通 性 与 道路 连通 性 、 紧 致 性 与 列 紧 性 ,把 一 些 过 渡 性 的 内 容 
或 难度 较 小 的 内 容 放 在 习题 中 ,以 有 利于 学 生 自 学 能 力 的 培养 。 
微分 流 形 重点 介绍 拓扑 空间 上 的 流 形 结构 微分 结构 、 子 流 形 、 单 
位 分 解 定理 、 切 向 量 场 、Frobenius 定理 、 单 参数 可 微 变 换 群 .外 代数 
和 外 微分 式 、Stokes 定理 等 。 由 于 这 部 分 内 容 特别 重要 ,所 以 写 得 
详细 。 代 数 拓扑 扼要 介绍 基本 群 和 同调 群 的 基本 内 容 ,是 第 二 章 
内 容 的 延伸 。 

本 书 已 在 云南 师范 大 学 数学 学 院 七 届 学 生 中 使 用 过 ,并 通过 
教学 实践 日 臻 完善。 编者 衷心 希望 本 书 能 为 大 学 生 进 入 近代 数学 
的 大 门 提供 方便 。 热 忱 希望 使 用 本 书 的 任课 教师 实事 求 是 地 对 本 
书 的 改进 提供 建设 性 的 意见 。 李 继 彬 教授 和 能 民 福 教授 审阅 了 本 
书 的 初稿 ,提出 了 宝贵 的 修改 意见 ,编著 者 对 他 们 以 及 其 他 关心 本 
书 出 版 的 同志 们 表示 襄 心 感谢 。 限 于 编者 水 平 , 如 有 疏 漏 错误 之 
处 , 敬 希 读者 见 教 , 以 便 更 正 提高 。 


编著 者 
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Ж REIF 


本 章 介绍 朴素 集合 论 的 某 些 主要 结果 和 思想 方法 ,掌握 这 些 
知识 和 方法 是 学 习 一 般 拓扑 学 必 不 可 少 的 ,对 近代 数学 其 他 分 支 
的 学 习 也 大 有 神 益 。 


$1 集合 的 概念 


19 世纪 对 现代 数学 影响 最 深 的 创造 之 一 是 集合 论 。 康 托 集 
合 论 早期 曾 受到 一 些 数学 家 的 怀疑 甚至 反对 。 由 于 皮 亚 诺 和 戴 德 
金 等 人 的 工作 ,使 集合 论 很 快 便 渗透 到 数学 各 分 支 中 去 而 成 为 整 
个 数学 的 基础 。 例 如 ,建立 在 集合 论 上 的 概率 论 公 理 体系 促进 了 
概率 论 在 理论 及 应 用 两 方面 的 发 展 。 另 一 方面 由 于 集合 朴素 概念 
的 不 确切 ,人 们 在 康 托 集合 论 中 发 现 了 悖 论 , 这 促使 人 们 设法 为 朴 
素 集 合 论 本 身 提 供 一 个 适合 的 公理 基础 ,这 极 大 地 推动 了 20 世纪 
数学 基础 乃至 整个 数学 的 进步 。 康 托 的 集合 论 被 人 们 称 为 数学 思 
想 最 惊人 的 产物 。 
“集合 "一 词 作为 数学 中 一 个 最 基本 的 概念 ,难以 再 用 其 他 数 
学 概念 来 定义 ,姑且 就 当 作 “ 总 体 "去 理解 。 每 当 我 们 把 一 些 事 物 
作为 一 个 总 体 来 考虑 时 ,这 个 总 体 就 称 作 一 个 集合 。 数 学 中 经 常 
涉及 各 种 各 样 的 集合 ,例如 :具有 某 种 性 质 的 数 的 集合 ;具有 某 种 
性 质 的 图 形 的 集合 ;满足 一 定 条 件 的 函数 的 集合 ; 某 些 集合 的 集 
合 。 组 成 集合 的 事物 则 叫做 集合 的 元 素 ,或 叫做 点 。 当 然 ,这 只 是 
解释 了 什么 是 集合 ,而 不 是 建立 在 严格 的 定义 和 公理 基础 上 的 。 
给 定 一 个 集合 ,就 是 给 定 它 所 含 的 元 素 , 特 殊 情 况 下 ,可 采用 
] 


罗列 出 它 的 全 部 元 素 的 办 法 ,例如 10 以 内 素数 的 集合 可 以 用 12， 
3,5,7| 表 示 ;代数 方程 x - 3x + 2=0 的 根 的 集合 就 是 |1,2|。 但 
这 种 方法 并 非 总 是 行 得 通 的 ,例如 对 大 于 Y2 的 实数 的 集合 ,我 们 不 
可 能 罗列 出 它 的 全 部 元 素 。 因 此 ,一 般 情 况 下 ,用 |x|x 具 有 性 质 
Pl 来 表示 具有 性 质 P 的 事物 组 成 的 集合 。 例 如 |f|f 是 以 [0,1] 为 
定义 域 的 实 值 函数 | 表示 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 实 值 函 数组 成 的 集 
合 。 特 别 把 不 含 任何 元 素 的 集合 记 作 乡 , 叫 空 集 。 

对 于 给 定 的 集合 4 和 给 定 的 事物 x,x 是 否 是 4 中 的 元 素 应 
该 是 确定 的 。 当 x 是 4 中 的 元 素 时 ,表示 为 xE4, 和 否则 表示 为 
xE4, 二 式 中 有 且 仅 有 一 式 成 立 。 自 然 地 , 当 集 4 与 B 所 含 元 素 
相同 时 ,我们 认为 4 与 B 是 同一 个 集合 , 记 作 A= B. 

以 上 介绍 是 集合 的 直观 而 朴素 的 概念 ,应 该 指明 ,用 “具有 相 
同性 质 的 对 象 的 全 体 " 来 定义 集合 会 导致 矛盾 ,下 面 是 著名 的 罗素 
Те 

S 4 是 所 有 不 包含 自身 的 集合 , 即 4= |х| хех |, W 

(1) 若 4E4, 则 4E4, 了 矛盾 。 

(2) 若 4E4, 则 4E4, 矛 盾 。 

为 了 避免 这 种 逻辑 上 的 刺 病 ,我们 附加 上 一 条 规定 :集合 不 得 
以 自身 为 元 素 , 有 了 这 条 规定 ,一 切 集合 的 总 体 就 不 再 是 集合 了 ， 
从 而 |x|x ex| 也 不 再 是 集合 了 。 

合 论 使 我 们 看 到 数学 问题 的 共同 性 。 例 如 ,自然 数 集 N 对 
算术 来 说 是 包罗 一 切 的 ,在 算术 中 研究 N 的 元 素 以 及 某 些 子 集 的 
性 质 。 从 N 扩展 整数 集 Z. 有 理 数 集 Q、 实 数 集 R.E S E C 和 区 
Ho ARAE Q 和 无 理 数 集 工 的 结构 远 比 区 间 复 杂 , 它 们 处 处 


52 子 集 、 集 的 运算 


我 们 知道 ,方程 f(x) = g(x) 的 解 集 是 fa) = g*(x) 的 解 
集 的 子 集 , 一 般 地 有 
定义 1 如 果 集 4 的 元 素 都 是 集 B 的 元 素 , 则 称 4 是 B 的 子 
集 , 记 做 4CB 或 8D4。 
容易 看 出 ACB 同时 BC4 等 价 于 4 = В, ШЕЕ 
集合 的 子 集 ;每 一 个 集合 以 自身 为 子 集 。 
定义 2 设 4、B 是 两 个 集合 ,4 中 一 切 元 素 与 B 中 一 切 元 素 
组 成 的 集合 称 为 4 SB 的 并 , 记 为 4UB, 即 
АЦВ = |х|хЄ А х € В| 
A 与 B 公 有 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 4 与 B 的 交 , 记 为 4 门 B， 
即 
АПВ = \х|хЄАНхЄ В| 
显然 ,并 与 交 两 种 运算 满足 交换 律 .结合 律 及 分 配 律 , 即 
AUB=BUA R 
бы Ча 站 a (交换 律 ) 
а 
Па С= АГ (ВГ С) 
АГ\(В\) С) = (АП В) О (А | С) z 
са a 
一 般 情形 下 , 设 有 一 族 集合 | 4, | a€ 1 ,其 中 指标 集 1 可 以 是 
有 限 集 也 可 以 是 无 限 集 ,该 集 族 的 并 记 为 UA, B 
UA, = |x| 存 在 某 一 a € 1 使 xE A] 
该 集 族 的 交 记 为 站 4。, 即 
ñA, = jx| 对 任意 a € I,x € A} 


(有 时 我 们 省 去 指标 集 荆 只 记 做 U4, NA): 
例 :4, = 1x| x 是 实数 ,并 且 | x| < 一 | ,用 N 表示 自然 数 集 , 于 
£ (4, = Йа, = I 


n€ V nel 
В, = 1x| * 是 实数 ,并 且 0< r< |, т Й B, = 9。 一 般 地 ， 
集 族 | B, | 的 任何 有 限 子 组 : В, 门 … B. 关 乡 ,此 时 称 集 族 | B, | 具 
有 有 限 交 性 质 . 
自然 数 集 可 写作 U nl = N. 
定义 3 É AB 是 两 个 集合 ,属于 A 而 不 属于 B 的 元 素 组 成 
的 集合 叫做 4 与 B 的 差 , 记 为 4-B, 即 
А-В = \х|хЄ А Вх е В| 
特别 , 当 ВСА В, А -8B 叫做 8( 在 4 PRE, ICA ~ В, 
当 4.BCX 时 ,~4=-~- ВБА = B. 
从 定义 1.2.3 容易 看 出 : 若 4、BCX, 则 有 
1? A-B=AN(X-B) 
2 AcBeX-ASX-B 
3 АГВ=@‹АСХ-В(ВсХ-А) 
42 ае Morgan 律 
X-(AQB)=(X-A)U(X-B) 
X-(AUB)=41X-A)N(X- B) 
一 般 地 , 设 |4,1 为 的 子 集 族 , 则 有 
X -NA = U(X - Aa) 
X - UA, = ПОХ - A.) 
ае Могвап 律 可 以 简 述 为 交 的 余 等 于 余 的 并 ;并 的 余 等 于 余 的 
交 , 仅 以 第 二 式 为 例 , 证 明 如 下 : 
4 


因为 xEA- Шох A Bire UA, B x€ X ERRA 
a,x є A IREI хе \- 4 AIET a V, T 名 话说,xE NX- 
А„% 
H ЕТЕД 10,20,30, 4, ЯД ШП: AB, 
CA 
5 AUB=AU(B-A)=(A- B)UB 
© (A-B)-C=A-(BUC) 
7 А-(В-С)=(А-В)\)(АГ\С) 
8° (AUBp)-C=(A-C)U(B- С) 
P (АПВ)-С=(А-С)П\(В- С) 
10 А-(В\)С)=(А-В)П(А- С) 
11? А-(ВГ\С)=(А-В)\)(А- С) 
{Я 60.90 为 例 ,证 明 如 下 :不 妨 将 4.B、C 视 为 某 个 集合 X 
的 子 集 (例如 可 令 X= 4UBUC), 这 样 就 可 利用 1,20.30,4 .由 
19,49 得 
(= By- C=- B) f) Cy Q б) 
=Añ(X- B) r (X - С) 
= АП(Х- (B U С)) 
= A- (B U С) 
这 就 证 明了 6。 由 1, 
(А- С)ГО(В-С)= АГ (Х-С)Г ВГ\(Х- O) 
= АПВЕВП(Х- С) 
= (АГ\В)-С 
这 就 证 明了 90. 
由 集 4 的 所 有 子 集 为 元 素 的 集合 称 为 4 NEE, IA. Z Wm 
А = |a, b|, W Z= iØ, lal, ibl, (а,Ь. 
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设 A.B 是 两 个 有 限 集 , 很 明显 ,4 与 B 的 元 素 的 个 数 相 等 的 
含义 就 是 4 与 B 可 以 建立 一 一 对 应 ,我 们 将 “个 数 相 等 "的 概念 推 
广 到 无 限 集 ,就 是 下 面 对 等 的 概念 。 

定义 ”如 果 集 合 A 与 B 之 间 存 在 一 一 对 应 , 则 称 A 与 B 对 
等 。 凡 是 对 等 的 集合 ,就 称 它 们 具有 相同 的 势 或 说 A 与 B 的 基数 
相同 。 集 A 的 势 记 作 | 4| ,于 是 A 与 B 对 等 就 表示 为 | 4| = | B|. 

规定 空 集 的 势 为 0, 即 | 乡 | =0。 8 11011 =1. 

n( 自 然 数 ) 个 元 素 组 成 的 集合 的 势 就 用 n 表示 

WARRE NAH Noo MERAH No 的 集合 都 叫做 可 数 无 
限 集 。 


例如 : 
N = 1{1,2,3,4,+,п, е} 
М, = 11,3,5,.…,2n — 1,.…| 
N, = {1,4,9,",n? ,| 


等 ,都 是 可 数 无 限 集 ,它们 的 势 都 是 No( 注 意 一 个 无 限 集 可 以 与 其 
一 真子 集 对 等 )。 实 数 集合 ( - о, + % ) 与 它 的 一 个 真子 集 ( -1， 
1) 是 对 等 的 ,其 一 一 对 应 如 下 图 所 示 : 
图 中 的 曲线 工 表示 圆心 在 点 (0,1) ,半径 为 1 的 圆周 的 下 半 部 
分 。(- o ,+ o ) 中 的 点 а 对 应 于 ( - 1,1) 中 的 点 a 。 
以 后 将 有 限 集 与 可 数 无 限 集 统称 为 可 数 集 。 由 于 任何 一 
数 无 限 集 A 与 自然 数 集 N 对 等 ,所 以 可 以 将 A 表示 成 
А = |а,а2,`**,а,,*\ 
定理 1 可 数 集 的 子 集 是 可 数 集 
证 明 当 可 数 集 是 有 限 集 时 结论 显然 ,以 下 设 А 是 可 数 无 限 
0 


集 ,BC4, 设 B 的 第 一 个 元 素 为 a, ,第 二 个 元 素 为 a, 等 等 , 若 存 
在 某 个 k, {Ë an € B,n > т 时 ,a, е B, 则 B 为 有 限 集 ,从 而 是 
可 数 集 ,车 这 样 的 有 不 存在 , 则 В = 1а, ,…, a ,…| 为 可 数 无 限 
集 。 

定理 2 可 数 个 可 数 集 的 并 是 可 数 集 

证 明 先 设 41,4;,…4,,… 是 可 数 无 限 多 个 互 不 相交 的 可 数 
集 ,证 明 4 = Ü À, 是 可 数 集 , 设 


41 = | ains Mio баз 
Аз = [ansans sam] 

| АЯР! 
Аһ = |ат|,@т2,```,@тд,» ! 


把 a 的 两 个 下 标的 和 m+n RA om 的 高 ,将 4 = Оа, 的 元 素 


加 以 排列 :高 不 相同 时 ,高 小 者 排 在 前 ;高 相同 时 ,第 一 个 标号 小 者 
排 在 前 (这 种 排 法 称 为 对 角 线 法 ) 即 


QII，Q12，Q21，Q13，Q22，Q31，””“” 


于 是 A 的 全 部 元 素 排 成 了 无 限 序 列 , 所 以 A 是 可 数 无 限 集 。 
当 4 ,4;,4,,… 间 有 相同 元 素 时 ,可 先 去 掉 重 复出 现 的 元 素 ， 
按照 新 的 集合 
hh- U А5), 5,4, - (Оа) 
进行 排列 ,此 时 新 的 集 序 列 与 原 有 的 集 序列 
A.A... Аа" 
有 相同 的 并 。 

定理 3 每 个 无 限 集 M 必 包 含 一 个 可 数 无 限 子 集 4( 可 以 要 
Ж 4 是 真子 集 ,甚至 可 要 求 余 集 M - 4 仍 是 无 限 集 ) 

证 明 因为 M 是 无 限 集 , M 中 至 少 有 一 个 元 素 al ,并 且 M- 
la | 为 无 限 集 , 于 是 又 有 ЄМ -|a lE M- lai a, 是 无 限 集 ， 
设 已 取得 互 不 相等 的 元 素 al. a HT M -lan an BAE 
限 集 , 所 以 存在 a, C€ M- iai,…,a|, 这 样 的 步骤 可 以 一 直 进 
行 下 去 ,说 明 存 在 无 限 序列 

Pp ee 
其 中 fo as,…,a,,…|1CM 且 其 中 元 素 互 不 相同 。 若 令 4 = 
[anl nE N|, W A 及 M-4 均 为 M 的 真子 集 。 

定理 4 ИМ 是 非 可 数 集 ( 非 可 数 的 无 限 集 ),4 еМ hI A 
ТФ, М-А УМХ, 

证 明 由 定理 2 知 冯 -4 是非 可 数 集 , 由 定理 3 又 知 存在 可 
数 无 限 集 BCM- 4, 从 而 

M=AUBUL[M-(AU B)] 
M-A=BU[M-(AUPB)] 
因为 AUB 与 有 都 是 可 数 无 限 集 ,存在 一 一 对 应 f: AUB B. $ 
f(x) 34 x C AU BH, 
ғо) = Ë хл € M - (A U В) 8, 


(Wm) F&M 55 M - A 间 的 一 一 对 应 ,。》 
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定理 3 和 定理 4 说 明 : 任 何 一 个 无 限 集 必 与 其 自身 的 某 个 真 
子 集 对 等 ,这 是 无 限 集 与 有 限 集 的 本 质 区 别 。 

例 1 

19 ПЕВАЧИ (т, п) т, nE МЕ. 

V 有 理 数 集 是 可 数 集 。 

3 n 维 欧 氏 空间 中 一 切 有 理 点 组 成 的 集 是 可 数 集 。 

V 有理 系数 多 项 式 之 集 是 可 数 集 。 

历史 上 , 康 托 由 有 理 数 集 可 数 和 猜想 到 实数 集 不 可 数 萌 发 了 

合 论 的 创新 思想 。 他 成 功 地 证 明了 实数 集 不 可 数 , 这 标志 着 集 
合 论 的 诞生 。 

例 2 证 明 (0,1] 是 不 可 数 集 。 

证 明 若 (0,1] 为 可 数 集 , 则 其 中 的 所 有 实数 可 排 成 一 排 :t， 
b, Ute" Ф =0. tutt, б = 0. го tntz, 6з = 0. t3 t32t3 
"$E, ЕЛ а, Н а= 0. ајазау = ЖФ а; ti, а 0(1 = 
1,2,…)。 于 是 ,a€E(0,1] 但 不 含 在 t1,t2,…,t,，… 中 ,矛盾 。 

与 实数 集 等 势 的 集 称 为 连续 集 , 其 势 记 为 ce。 例如 ,无 理 数 集 
/的 势 为 ce。 事实 上 ,由 定理 4 易 知 , 加 一 个 可 数 集 到 无 限 集中 ,此 
无 限 集 的 势 不 变 。 于 是 |1| = |IUQ| = |R| =c. А, хаж 
有 理 数 多 得 多 ,无 理 数 是 实数 的 主体 。 整 系数 多 项 式 的 实数 根 称 
为 代数 数 。 代 数 数 全 体 是 可 数 集 。 不 是 代数 数 的 实数 为 超越 数 ， 
其 势 为 ce。 闭 区 间 [a,bj] 上 连续 函数 全 体 的 势 为 c, 而 [a,b] 上 实 函 
数 全 体 的 势 大 于 co 人们 自然 要 问 在 可 列 集 的 势 和 连续 集 的 势 之 
间 是 否 存在 着 中 间 势 a: No <a<c?, 答 案 是 否定 的 。 这 就 是 著名 
的 Cantor 连续 统 假设 。 这 个 假设 现在 终于 被 人 们 搞 清楚 了 。 这 个 
假设 可 以 作为 一 条 公理 ,并 且 与 集合 论 中 其 他 一 些 公理 是 独立 的 。 


54 势 的 比较 


H $ 3 知道 , 势 的 概念 是 有 限 集 元 素数 量 概念 的 扩充 ,数量 的 
基本 性 质 之 一 是 可 比较 两 个 量 的 大 小 ,两 个 数量 ,要 么 相等 ,要 人 么 
一 个 大 于 另 一 个 ,因此 ,很 自然 想到 势 的 比较 问题 。 

设 4 与 B 是 给 定 的 两 个 集合 ,只 有 下 列 四 种 情形 出 现 ; 

10 4 与 B 的 某 个 子 集 对 等 ,但 В 不 与 4 的 任何 子 集 对 等 ; 

29 ВА 的 某 个 子 集 对 等 ,但 4 不 与 B 的 任何 子 集 对 等 ; 

3 4 与 B 的 某 个 子 集 对 等 ,同时 p 与 4 的 某 个 子 集 对 等 ; 

4 4 与 B 的 任何 子 集 不 对 等 ,同时 B 与 4 的 任何 子 集 不 
对 等 。 

对 情形 10 ,我 们 称 4 的 势 小 于 B 的 势 , 记 为 | 4| < | B | ,自然 
对 情形 2" ,应 是 | 4| > | B| ,对 情形 3° 我 们 证 明 |4| = 1B|, 对 情 
JÉ 4° 是 不 会 出 现 的 (证 明 这 个 事实 要 用 到 选择 公理 ,我 们 略 去 证 
明 )。 从 而 知道 势 是 可 以 比较 的 ,换言之 ,两 个 集合 要 么 势 相 等 ,要 
么 一 个 的 势 比 男 一 个 大 。 

定理 1 (Bemstein) 设 4 与 B 的 某 个 子 集 对 等 ,B БА 的 某 个 子 
集 对 等 , 则 A 与 B 对 等 ( 即 |4|<18|,|18|<|4|= 寺 |4|=|18|) 

证 明 由 假设 ,存在 BiCB,4C4, 使 4 与 Bi 对 等 ,B УА, 
对 等 ,从 而 B 与 А, 的 某 个 子 集 4, 对 等 ,于 是 有 ASA OA. B А 
与 4; 对 等 (对 等 有 传递 性 ) ,我 们 只 要 证 明 4 与 41 对 等 。 设 f:4 

=A, 是 一 个 对 应 ,由 АСА Ж, f(A) = АСА. H АСА 
知 f( 4;) = 44C 43, 按 这 样 的 步骤 继续 下 去 可 得 到 一 串 集 合 
A 5 À) 5 4 D Ay D Á, "=° 
其 中 4 УА, 对 等 ,4 与 А; 对 等 , 4; 与 44 对 等 ,…, 由 传递 性 也 
ВА-АУ А-А; З, А.-А 与 A- 44 ХЕ, 
Р = АПА, П А», 
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则 
4 = DU(GC4-4)UGC4 - А5) U (A2 - А3) U (Аз - А4) U "~ 
A, = D U (А - А5) U (45 - Аз) О (Аз - A4) U (A, А5) U +5 
再 令 4 = Ao, K 
f(x) x C А, – Ал (n = 0,1323") 
g(x) = И не, 
U| g: АА 是 一 一 对 应 。 
例 证 明正 方形 $S:0<x<1,0<y<1 上 的 点 所 成 的 集合 与 
开 区 间 (0,1) 等 势 (Cantor 定理 )。 
证 明 ү(х,у)Є 5,01] х = 0.ауазаз ‚у = 0.61003". < 
2=0. а) biazb2a3ab3…, 显 然 , 当 (x,y) 不 重合 于 (x ,y ) 时 ,对 应 的 
-zzo WAREK z 构成 的 集合 Z, 应 有 c 二 12Z|=|S|。 另 


一 方面 ,对 S 的 子 集 5* = (x,y)10<x<1,y= 方 }, 有 e = 


|S*|<|S|. H Bemstein 定理 ,| S| = co 

上 面 我 们 对 势 的 比较 问题 作 了 一 些 讨论 ,要 使 这 番 讨 论 确 有 
意义 ,应 该 证 明 不 同 的 无 限 势 是 存在 的 ,下 面 将 证 明 不 同 的 无 限 势 
存在 ,而 且 对 任何 一 个 集合 X, 都 有 势 > X| 的 集合 , 即 存在 任意 
大 的 势 。 

定理 2 设计 是 任意 一 个 集合 ,yx 为 X 的 子 集 组 成 的 集合 14 
|АСХИ н > | X| 

证 明 由 于 独 点 集 |x| ,xEXX, 都 是 1 的 元 素 ,所 以 | | > 
|X| ,下 面 用 反 证 法 证 明 | | < | X| 

假设 | | = Х|, Хр 是 一 一 对 应 。 令 

М = |x Є XIxe fx) 
ФК МЄ н, z" € X, E (х) = M,# x" =e f(x `), x" € 
М, ИҢ, x C f(x *), х‘ еМ, ША, M | = | X| Á 
可 能 。 
11 


55 关 А 


数学 的 许多 对 象 都 可 以 用 集合 和 关系 的 语言 子 以 简洁 的 描 
述 , 并 已 成 为 刻画 一 些 必要 概念 ( 序 映射、 函数 …) 的 基础 。 我 们 
多 次 使 用 过 “关系 ”一 词 ,如 实数 之 间 的 大 小 关系 ,集合 之 间 的 包含 
关系 ,图 形 的 全 等 关系 等 等 ,现在 将 从 集合 的 观点 出 发 来 描述 这 一 
概念 ,并 着 重 讨论 几 类 常用 的 关系 。 

设 了 ,7 为 集合 ,由 X,Y 决 定 的 集合 

Xx Y= |(х,у)|хЄ X,y € Y} 
称 为 X 与 Y 的 直 积 。X xX 的 一 个 子 集 R 称 为 X 中 的 一 个 关系 ， 
如 果 (a,b)ER, 就 说 a 与 5 有 关系 , 记 做 aRb。 

例 X=(- ,+o) 表 示 实 数 集 , 则 Xxx 的 子 集 |(x,y) 
|x,yEX,y<x| 表 示 了 关系 “<”,|((x,y)|x,yYEXX,y >x| 代 表 
了 关系 “>”,|(x,x)|xEXI 代 表 了 关系 “=”。 此 外 ,El= |(x,y) 
аку <, Е = |(x,y)|y= sin х HIRET X PRE 
不 相同 的 关系 。 


5.1 ЖЖЖ 
设 R 是 集 X 中 的 一 个 关系 , 称 集合 
К! = I(b,a)l(a,b)€ R} 
为 R 的 逆 。 


显然 R'E ХФ К, 010 а (а, Б) ЄК, (Б 
(а, b) Є RI 分 别 叫做 R 的 定义 域 和 值 域 。 于 是 R 的 定义 域 就 是 
R-! 的 值 域 ,R 的 值 域 就 是 R-1 的 定义 域 。 从 直观 图 上 来 看 , 因 
为 (a,b) 和 (4b,a) 关 于 对 角 线 A = |(x,x)|xEXI 对 称 ,所 以 RR 与 
R'E Xx XX 中 关于 对 角 线 A 对 称 的 两 个 子 集 ,也 容易 看 出 
(R-1)-!= R;`4 A.B 都 是 X 的 子 集 时 ,(4xB)-!=Bx4 
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5.2 复合 关系 
设 RS 都 是 X 中 的 关系 , 称 
S° R= ((а,с) FE bE Х,{й(а,Ь) Є Ҝ,(Ь,с) Є SI 
为 R 和 5 的 复合 
(а,с)Є 5S。R, 可 理解 为 X 中 的 点 a 通过 R 的 作用 变 为 中 
的 某 点 5b, 而 b 又 通过 5 EF co 
一 般 说 来 ,S*R 关 Re5, 例 如 R=1(1,2)|,S=1(0,1)|, 则 5S。 
R= 0,1 Re S=1(0,2)! 
关系 的 复合 运算 恒 满足 结合 律 , 即 
Т°($°Ё) =(Т°$)° R 
хау, Ш (а, Б) ЄТ-°(5°А), WEE аЄХ, (а, а) Є 
5°R,(d,b)E7, 进 而 存在 СЄ ХА, (а, с) ЄК, (с, 1) ES, XE 
(d,b)ET, 所 以 (a,b)E(T。S)。R, 反 过 来 推导 也 成 立 , 从 而 7。 
(8°) =(7°5)° R, 
设 R 是 集合 X 的 一 个 关系 ,a€E 站 ,ACX, 令 
R(a) = lb|(a,b) Є R} 
К(А) = 14| 存 在 a Є А, (а,Ь) Є R| 
显然 R(4) = U R(a) 


可 以 证 明 下 列 法 则 


(S° R)(A) = S(R(A)) 
R(UA;) = WR(Ai) 
R( ПА) с А42) 
(HEJH) 

几 种 常见 的 关系 是 :10 恒 等 关系 A=1(xz,x)1xEXl,20 自 反 
关系 К,ШЖ ACR,30 对 称 关系 К, ШЖ К-К! P 传递 关系 
R, 如 果 R。RCR。50 等 价 关系 R, 如 果 R 是 自 反 的 ,对 称 的 和 传 
递 的 ,以 上 这 些 关系 中 ,等 价 关 系 是 一 类 重要 而 且 非 常 有 用 的 

由 定义 知 , 如 果 X PHAR REAS AHE 对称 性 和 传递 性 ， 
MU R 就 是 一 等 价 关系 , 当 R 是 X 上 的 等 价 关系 时 ,我 们 把 形 如 
R(x) 的 子 集 叫 做 等 价 类 。 在 科学 研究 中 , 常 将 整个 集合 (研究 对 
象 ) 逐 级 分 解 成 等 价 类 ,如 二 次 曲线 ( 面 ) 的 分 类 。 这 是 一 个 常用 的 
研究 方法 。 

定理 1 如 果 R 为 集合 X 上 的 一 个 等 价 关 系 , 则 

1° хЄ R(x), X= UR(x) 

LV 对 任意 两 个 等 价 类 R(x), R(y), 或 者 R(x) = К(у), 1 
W к(х) П R(y)= 0 

证 明 1 显然。 

20 ;C R(x) П R(y),MJ(x,z)C R,(y,z)€ R ,HH В 的 对 称 
性 和 传递 性 又 推出 ,(x,y)ER, 即 R(x)= R(y)。 

定理 1 说 明 ,如 果 将 等 价 类 作 元 素 组 成 一 个 集合 ¿WJ 2E 
以 蕊 的 彼此 不 相交 的 非 空 子 集 为 元 素 的 集 族 并 且 使 X= UAR 
们 将 这 样 的 集 族 ARAH ХН ЛЖ, Г X 上 的 一 个 等 价 
关系 ,就 给 定 了 的 一 个 分 解 , 反 之 ,车 .名 为 下 的 一 个 分 解 , 令 

R = Џ (A x À) 
容易 证 明 R 是 的 一 个 等 价 关 系 ,并 且 4 的 一 个 元 素 是 正好 是 一 
14 


个 等 价 类 。 
有 时 ,我 们 也 把 匀 的 关于 等 价 关 系 R 的 等 价 类 为 元 素 的 集合 
称 为 关于 R Н, іо ХИК, Вр 
IR(x)|x € Х| = Х/К 
对 应 Ру» Х/К 由 Px:x 阅 R(x) 给 出 , 称 为 X 到 商 集 X/R 的 自然 
投影 。 


例 X = PALL Z,n € N| ,X 中 的 等 价 关系 RR 为 :minm 


= mn MO ,ER R 将 整个 X 划分 为 等 价 类 即 有 理 数 : 
X/R = Q。 每 一 类 包含 且 只 4 包含 一 个 既 约 分 数 , 它 是 该 类 的 代表 。 
设 X 工 各 有 等 价 关系 尺 ,S ,对 应 f: X> Y EA AE х, х € 
XX,R(x)= R(x) VA S(f(x)) = S(f(x')), 就 说 f 是 关系 保存 
的 。 一 个 关系 保存 的 对 应 可 导出 商 集 之 间 的 一 个 对 应 f. о 
定理 2 设 X,Y 为 两 个 集合 ,各 5 { 
有 等 价 关 系 R, S, f: X >Y mwek 人 人 人， 
系 保存 的 对 应 , 则 存在 唯一 的 一 个 对 |р, 
Юу. :X/R>Y/R, 使 右 图 表 可 以 交 、 | i 
ROP f= fa Pr). те kosa зана 
反之 , 若 有 两 个 对 应 f.f. 使 上 图 
可 交换 , 则 f 一 定 是 关系 保存 的 ,因而 太一 定 由 了 诱导 的 那个 映 
射 。 
证 明 (=) HE f; 的 存在 性 ,定义 f. (R(x))= S(/(x)), H 
于 了 是 关系 保存 的 ,所 以 ,如 果 R(x1)= R(x2), 则 S(f(x1))=S(f 
(x2)), 从 而 fe (R(xi))= f. (R(x2)) 定 义 合理 。 
再 证 f. 使 图 表 交 换 。Py* f(x)=S(f(x)),f. Р(х) = f. 
(R(x))= S(f(x)) 所 以 Py: =. Ру 
证 明 f, 是 唯一 的 ,如 果 z. : X/R> Y/S 也 使 图 表 可 交换 , 那 
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А Py'f= gx’ Py, МАХНЫ x€ X,S(/(x))= g. ( R(x)) , AT 
ga (R(xw))= fx CR(sx))EË] g. = f... 
(所 ) 因 为 广 广 使 图 表 可 交换 ,所 以 ,对 任意 xi, x2, R(x) = К 
(х2), 8 
Ру ° f(x) = fe ° Руба) = fs'CR(wi)) 
Py ° f(x>) = f» ° Px(x2) = f. (R(x2)) 
Py ° f(x) = Py ° f(x2) 
从 而 
S(f(x1)) = S(/(x;)) 
ИП 上 是 关系 保存 的 ,由 fe 的 唯一 性 立 得 f. 是 由 了 诱导 的 通过 商 
集 的 对 应 。 

图 数 关系 是 我 们 熟知 的 一 种 关系 , 设 为 集合 ,以 往 我 们 称 
ЕЙ] /:Х К! 为 一 个 函数 ,如 果 将 序 偶 (x,Ax)) 组 成 的 集合 视 为 
Xx R! 的 一 个 子 集 , 则 可 将 函数 / 视 为 与 R! 间 的 一 个 关系 ,我 
们 可 这 样 定义 函数 : 设 f Xx R 的 一 个 子 集 ,如 果 (a,5)Ef/ 与 
(a,b )Ef 同 时 成 立时 就 有 45 = b , 则 称 f 是 一 个 上 的 函数 ,这 
样 定义 函数 使 得 函数 与 函数 的 图 形 完全 一 致 ,都 是 Xx R! 的 一 个 
РЖ у. 


2] 题 


1. 对 任意 集合 4、B、C, 证 明 下 列 各 式 成 立 
AUB=(A-B)UB-AU(B-A) 
А- (В- С) = (А-В) О (АП С) 
(À U B) — € = (À - G) U (B —- С) 
A-(BUC)= (A- В) П (А - С) 
де (BT) = (á = В) U (A=. б) 


АГ (В- С) = (АП В) –- (АП С) 
2. 已 知 对 任意 集合 M ## AUMcBUM ЖУ, ЗЕ АСВ 
3. 已 知 对 任意 集合 МЯЖНАПМСВПМ Ж, WEH АСВ 
4. 已 知 存在 某 集 合 C ëf#AUC=BUC# AD C= Bí) C Fl 
时 成 立 , 推 证 4=B 
5. 设 A=|jxl0<x<1),B=|x10<x<1|, 给 出 一 个 由 4 到 B 
上 的 一 一 映射 。 
6. 已 知 4UB=(0,1), 证 明 A 和 B 至 少 有 一 个 与 区 间 (0,1) 
等 势 
7.(0)X:= 11,2,391 F p= RE 11,1), (2,3), (3,271. 
讨论 R 是 否 满足 反 身 、 对称、 传递 三 性 质 。 
(20) 集 4=11,2,31,4 中 的 关系 民 为 上 (1,2),(1,3),(2,3)}， 
ЖА 中 元 素 aRb 的 充 要 条 件 。 
8.(10) 了 了 为 Ri 中 的 关系 ,UVU= ixyy)|x+ 人 =1 V= 
|(y,z)|27y7+3z=4|。 写 出 复合 关系 V° U. 
(20)RI 中 的 关系 S 为 xyER, 则 xEln,n+lj 且 7yE 
[nm,n+ll(nEN), 试 在 平面 R 上 画 出 关系 S 的 图 示 。 
9. 在 下 表 中 ,以 “VV "表示 成 立 ，x "表示 不 成 立 。 
关系 自 反 性 对 称 性 传递 性 
АСВ 
АП В 0 
ab EM 
a>b 
azb 
BZ llm 
圆 相 切 
EEX 
10. 可 列 个 可 列 集 的 直 积 的 基数 是 c。 


提示 : 设 M= Nix Nax, M HTZ A lnm, el, 


Тох = 1 , 则 xE(0,1) 为 无 理 数 。 
ni + 1 
n + пз + 
例如 /8 = 2 + E 
] + n 
4+ 1 
1] + 一 一 
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B ИТР [Н] 


$1 度量 空间 的 拓扑 


极限 运算 是 分 析 的 基本 运算 。 在 分 析 学 中 ,极限 的 形式 虽然 
是 多 样 的 ,而 本 质 却 是 一 致 的 。 分 析 中 一 系列 基本 事实 都 是 基于 
实数 间 的 距离 。Cantor(1845 ~ 1918, 德国 数学 家 ) 于 19 世纪 70 年 
代 在 欧 氏 空间 中 研究 了 由 距离 产生 的 聚 点 、 内 点 、 外 点 、 边 界 点 H 
E 、 闭 集 等 概念 。 这 些 概 念 的 考虑 ,显然 不 必 限 于 欧 氏 空间 。 伴 随 
着 古典 分 析 的 发 展 ,Hadamard、Borel 等 相继 研究 了 各 种 函数 类 中 的 
各 种 收敛 性 ,它们 也 都 是 基于 函数 间 的 距离 。 于 是 Frechet(1879 ~ 
1973, 法 国 数学 家 ) 从 大 量 事物 中 ,抽象 出 距离 特征 的 实质 ,在 1906 
年 推进 了 Cantor 的 考虑 而 导入 了 度量 空间 。 在 此 基础 上 ,Hausdorff 
(1868 ~ 1942 ,德国 数学 家 ) 再 将 邻 域 具有 的 性 质 整理 为 4 条 公理 ， 
于 1914 年 明确 地 定义 了 拓扑 空间 。 可 见 ,n 维 欧 氏 空间 是 度量 空 
间 的 一 个 模型 ,而 度量 空间 也 只 是 拓扑 空间 的 一 个 特例 。 为 了 便 
于 理解 拓扑 空间 , 先 讨论 比较 具体 的 度量 空间 为 宜 ;这 也 是 由 于 在 
集合 上 定义 拓扑 ,最 常用 的 方法 之 一 就 是 借助 于 该 集合 上 的 度量 
来 实现 的 缘故 。 用 这 种 方法 给 出 拓扑 是 现代 分 析 的 核心 , 它 已 成 
为 学 习 现 代数 学 必 备 的 基础 知识 。 

定义 1 设 是 一 个 集合 ,如 果 映 射 


p:X x X> К,(х,у) = о(х,у) 
满足 : 


(1°)о (х,у) > 0,о(х,у) = 0х = y, 
(2°) р(х,у) = р(у, х) (对 称 性 ) 
(30) p(x,z) < р(х,у) + p(y,z)( 三 角 不 等 式 ) 
则 称 (X,o ) 为 度量 (距离 ) 空 间 ,p 称 为 X 上 的 度量 (距离 ), 函数 o 
(x,y) 称 为 点 x 和 y 之 间 的 距离 。 
例 1 х,у 为 实数 , 易 知 o(x,y) = |х-у HERR Ей 
个 度量 ;而 对 于 平面 上 的 两 点 p(x1,y1) 和 (хо, у») ,定义 
elpa) =v (xi- xo) + (у = уз) 239388 RR 上 的 一 个 度量 。 
еа | 0 #x=y 
2 为 非 空 集合 , 令 pla) = 人 (кр) 
一 个 度量 空间 , 称 为 离散 度量 空间 。 
例 3 C[a,b] 表 示 闭 区 间 [a,b] 上 的 全 体 连续 函数 , 则 由 


b 
рв) = | |/бх)- z(a) | a 


给 出 CLa,b] 上 的 一 个 度量 ,其 几何 意义 为 两 曲线 之 间 的 面积 。 
而 由 


og) = ‚тах, |/(х) - а(х)| 


给 出 CLa,b] 上 的 另 一 个 度量 ,其 几何 意义 则 为 两 曲线 间 的 最 大 


垂直 间隔 。 
例 4 Re 中 的 任意 两 点 x= (ху, х) у= (ур, ,у„), ЕХ 


(х,у) = 


БА" Е уг)? 
MU А" У ш а [B]. алде H (ТО) 1020) АО, 1 HE 
(373, 


W ба-а (а - уй* Оа) 
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£ ui= zi- Yi, Di = yi- х, ШЕМИ: 


n 

\ л а! 
У (щш+ о) < у + 2 v? 
i=l i 


两 边 平方 : 


> (ui + i) < Уа + 2 21+ Ху» 2 ° 
sys MI > m a 2 


ш ш E A 
等 式 。 
例 5 К° = |х= (х1, х) аЄк, Ух <}, Врв" 为 所 有 


平方 收敛 的 实数 序列 构成 的 集合 。 定 义 : 


(х,у) = 22 (x 00)? 


以 下 先 说 明 о(х,у)< œ, hi 量 空间 (Hilber 空间 )。 
由 А 中 三 角 不 等 式 ， 一 正 整 数 为 n, Ж 


(ж = yi)2 < Š a 对 n 取 极限 ,可 得 十 


<, 因此 度量 o 是 有 意义 的 ， 并 且 还 指 出 点 (xi — Yis х2 一 
узсе )ER” а AA (лү, 5, жө sa J)ER”, (ху yi, x2 — у», 
таза ) (zi-yza-y КЁ”, АЛ Н Ву — TER, 
即 有 : 


а-а < Б + у 


i=l i=] 


即 度量 定义 中 (39) 成 立 。 关于 定义 (1) 和 (22) 是 显然 成 立 的 。 
下 面 从 另 一 角度 构造 度量 空间 。 
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例 6 设 (X,o) 为 度量 空间 ,ACX, 令 ра = plasa B 


pA x A— К 
(ху) 一 Oo4Cx,y) = р(х,у) 
显然 (A,ps) 也 是 度量 空间 , 称 为 (X,p) 的 子 度量 空间 ,有 时 仍 将 
PA 记 为 p。 | 
例 7 设 。(X1,p1) 和 (Xs,pz) 都 是 度量 空间 , 令 


Х| х Xə = (ху хо) xı Є Хү, Є Xa! 
po:(X1 x X,) x (X, x X,) >R 
((xi,x2),(yi,y2))—> ((zi,x2),(yi,y2)) 


= [po?(x1,71) + оф(х›,у»)]? 

容易 验证 (Xx Ху, р) Д&— 1 2з la] ОУ (Ху, o) (X, о») 
的 积 度量 空间 , 记 为 (| х Х,рух p;)。 下 面 验证 定义 中 的 (3°)， 
事实 上 
(о(ху,х›;),(у,уз)) + oy1s y2), (2122)))2 
= бї( х,у) + pI( х›, y2) + pi(y1, 21) + p23( y2, 22) + 2p0((x1, x2) 
(yi,yz))o((yiyyz),\zl,z2)) 
= б{(ху,уу) + рб уу, 21) + 02(x2,y2) + р3(у›,2›) + 2(р{( xi, y1) 
+ Alar уз) СОО zi) + lya z2))2 
> 01(х1,7у1) + ої(у, 21) + p3( хә, уз) + p3( уз, zo) +2(ру( х1, у) 1 
(урд) + p02( x2; уз) P2( уз, 22)) 
= (pi1(x1, y1) + р\бу,зу))* + (p02( x2, уз) + обу», 22)) = (xi, 
21) + p3( x2,z2) 
= 0 ((xi,x2),(zi,z2)) 
其 中 第 一 个 不 等 号 是 由 于 Schwarz 不 等 式 的 缘故 。 
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类 似 地 ,可 定义 (Xl x……… x X pț pix uee X бъде 

在 分 析 学 中 最 常用 的 度量 空间 是 函数 空间 或 序列 空间 ,以 研 
究 函 数列 的 某 种 特定 的 收敛 概念 。 下 面 给 出 距离 描述 的 极限 定 
义 。 距 离 是 几何 语言 ,因此 ,几何 中 的 术语 成 为 研究 分 析 学 的 工 
具 , 以 致 产生 了 现代 分 析 。 

定义 2 设 (X,p) 为 度量 空间 ,x (n=1,2,…… )+хЄ Х, ШЖ 
当 no 时 ,数列 о(х„,х)->0, ЖК кд УП | х„ | 按照 距离 o 收敛 于 
x, TE fE: 


lim x, = х(9 x, > x(n — œ)) 

这 时 称 |x, | 为 收敛 点 列 ,x 为 |x, | 的 极限 点 。 

例 8 给 出 Cla, b] MEE p,, 其 中 点 列 收敛 的 意义 为 : 

хх 等 价 于 函数 列 | x,(1)| 一 致 收敛 于 x(t)( 证 明 留 作 习 
题 )。 

# А,В 为 X 的 两 个 非 空子 集 о(А,В) = ,inf „оба, Б) 
A 和 B 的 距离 。 特 别 地 ,p(x,4) 表 示 点 x 到 集合 A 的 距离 。 

若 4 站 B68, 则 (А, В) = 0. ЖЖ, WEHR R 


上 ,B= |х|х=п--Е,пр2\, N 为 自然 数 集 ,N 门 B = ,但 p(n， 


п= 1) = 二 0(n-m),p(N,B)=0; 开 区 间 (0,1) 与 (1,2) 也 是 
如 此 。 下 面 引入 度量 空间 的 拓扑 结构 。 

集合 В(а, т) = |х хЄХ,р(а, х) <т,г> 090 а 中心 + 
为 半径 的 开 球 ,B(a,r)= (х |хЄХ,р(а, т) r} ERA AER, X ЖП 
К" 中 习惯 的 理解 是 一 致 的 。 

4CX, 若 对 于 任意 的 xEA, 都 有 B(x,r)CA, 称 A 为 开 集 。 
乡 ,X 是 开 集 。 开 集 有 下 列 性 质 : 

(10) 任 意 开 球 是 开 集 : 若 xEB(a,r), 则 po(x,a)<r。 令 六 = 
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r-pla,x), W] В(х,т,) сВ(а, г), #9 E,VyC В(х,г„),р(а, 
у) <р(а,х) + о(х,у) <т УуЄ В(а, г). 

(25) 任 意 个 开 集 并 仍 是 开 集 : 设 14.1(xE7) 为 开 集 族 ,4 = 
YA 5 xEA RT, WA a C L (E хЄ А„„ TAS r, ÎE B(x,r,)C 
4.C4, 即 4 是 开 集 。 

(3") 有 限 个 开 集 的 交 仍 是 开 集 :就 两 个 开 集 证 明 即 可 。 设 
А\,А› Т, хСА (ПА, MWEE гу, го, Ж В(х, п) СА, В(х, 
п) С Але < r=min(ri,rə), ll B( 2, CANA 

但 无 限 个 开 集 的 交集 未 必 还 是 开 集 , 如 捕 (1- 201+) = 
ШЕ R 中 开 集 。 

为 度量 空间 ,xo€ X, X 中 包含 xo 的 任何 开 集 U(xo) 称 为 
хо 的 一 个 ( 开 ) 邻 域 。 

定理 1 ХУЖЕ |], |x) X ИАА], xE Xs AJ 
1х, ЭСЕ хо 的 充 要 条 件 是 对 于 xo 的 任何 邻 域 U(xo), 存 在 自 
R N, n>N Ht, x, €C (хо). 

证 明 必要 性 。 设 xro IER xo 的 一 个 邻 域 U( xo), AE 
Ж r, fE В(хо,г) С О(х0). XIF n, НАЖ М, 494 п> N 时 ， 
р(х. х0) < т, ПП xn € В(хо, г) с (хо) 

充分 性 。 设 1x 具有 如 下 性 质 ,对 于 хо 的 任 一 邻 域 ,例如 
В(хо,є),НАЖЖ N, E n> N BF, х, Є В(хо, є), АЧ 
п> М Е, о(х,,х0) < e, AIE , х, хо, ЕЊЕ 

分 析 学 中 有 些 极限 概念 并 不 能 利用 距离 来 描述 ,而 由 定理 1， 
点 列 收敛 的 概念 可 以 不 用 距离 而 用 邻 域 ( 环 境 ) 来 描述 ,这 是 比 度 
量 空间 更 一 般 的 极限 理论 。 而 邻 域 是 用 开 集 来 定义 的 ,因此 ,如 果 
在 一 个 集合 中 用 公理 法 规定 “哪些 子 集 是 开 集 ” ,使 之 满足 开 集 三 
条 公理 ,就 称 这 个 集合 具有 “空间 结构 ”"。 对 于 这 种 集合 之 间 的 映 
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射 可 利用 开 集 定义 其 连续 性 ,这 就 导出 了 今后 拓扑 空间 和 一 般 连 
续 映 射 的 概念 ,度量 空间 则 是 拓扑 空间 重要 的 特例 和 背景 。 


2] й 


1.2 (X, o) JEZE, = X 
(BY) 
1+ p(x,y) 
ДОХ, о) ЖЕ Е, ЖЕЕ, Е о (х,у) <. 

2. 证 明 ,离散 度量 空间 ( 例 2) 中 的 单 点 集 是 开 集 ,从 而 任何 集 
都 是 开 集 。 

3. 设 半 是 具有 代数 结构 的 线性 空间 ,如 果 丰 上 的 实 值 映射 

| |; ;X— R,x— | x 


p(x, y) = 


满足 :(1°) |х 1 е0, | x || =0=x=0( £ ш #); 
(29) laxi = 1А П 1, €C X, AC R; 
(3°) Ї{х+уй 11+ [у|,х,уЄХ; 


则 称 (X, | | ) 为 按 范 数 | | 为 赋 范 线性 的 空间 ,简称 赋 范 空 
间 。 

ЖЕЙ ТЕ X 上 定义 函数 o: 

о(х,у) = |х-у| 

证 明 (X,p) 是 度量 空间 。 

4. 下 是 一 个 向 量 空间 ,如 果实 值 映射 в=<,>: 

X x X—R,(x,y)— g(x,y) = < x,y > 

满足 :(10) <x,x> >0,<х,х> =0cx=0( 正 定性 ) 

(29) <x,y> = <у,х> (ЖЖ) 

(39) <ху+ху,у> = <x y> + (х,у), <Àx,y> = À 
<x,y> ,XER( 线 性 性 ) 

则 称 (X, < ,> ) 为 内 积 空 间 ,g= <, > 为 和 上 的 一 个 内 积 。 
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线性 空间 和 上 定义 了 内 积 , 便 有 了 角度 的 概念 ,并 且 有 Schwarz 不 
等 式 : 


1 1 
| < х,у > |< (х,х)2 < Y, y >25 


车 定义 范 数 上 x = х,а, (х, | |)ЖШ(Х,<, 
> ) 导 出 的 赋 范 空间 。 

5. 设 (下 ,p) 为 度量 空间 ,x, ЄХ(п=1,2,:----: ) ,如果 Fe > 0, 
存在 自然 数 N, 当 n,m>N 时 ,有 p(xi,xm)<e, 则 称 点 列 |x,| 为 
Cauchy 点 列 或 基本 列 。 如 果 针 中 的 所 有 Cauchy 点 列 都 收敛 , 则 称 
(X,o) 为 完备 的 度量 空间 。 证 明 ， KAAF GA Cauchy 点 列 , 但 
反之 不 真 。 

6. 给 出 Cla, b] LIRE olf, g)= max f(x ) -g(x)| ,证 
明 其 点 列 x,— x( n— = ) 等 价 于 函数 列 H г ЖШ Е x(t) 
(Є [а,6]). 


52 拓扑 空间 


从 度量 空间 的 拓扑 可 知 , 开 集 ( 而 不 是 直接 用 度量 ) 同 样 可 以 
定义 映射 的 连续 性 ,并 且 比 度量 更 深刻 地 刻 化 了 连续 性 的 本 质 。 
许多 数学 分 支 的 研究 范围 早已 不 再 团 于 欧 氏 空间 或 度量 空间 , 必 
须 研 究 更 加 一 般 空间 拓扑 空间 。 

定义 1 设 X 是 集合 ,rt E X 的 一 个 子 集 族 ; 且 满 足 : 

(1) х,0Є=; 

(20) т 中 任意 多 个 成 员 的 并 集 仍 在 r 中 ; 

(39) rz 中 有 限 多 个 成 员 的 交集 仍 在 中 ; 

则 称 (X,r) 为 一 个 拓扑 空间 ,r 称 X 上 的 一 个 拓扑 ,zt 中 的 成 员 称 
为 这 个 拓扑 空间 的 开 集 。 注 意 , 开 集 的 概念 不 是 预先 定义 的 ,而 是 
有 了 拓扑 结构 之 后 , 称 z 中 的 成 员 为 开 集 。 
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定义 1 中 的 三 个 条 件 称 为 拓扑 公理 。(3°) 可 等 价 的 换 为 

(32y r 中 两 个 成 员 的 交集 仍 在 r 中 。 

一 般 来 说 一 个 集合 上 可 以 规定 许多 不 同 的 拓扑 ,确切 地 说 , 拓 
扑 空间 是 一 个 有 序 对 (X,r), 在 不 致 混淆 的 情况 下 , 径 称 AX AHH 
扑 空 间 。 

例 1 X= jia,b,cj, 令 mm=109,X =1g,1bl,1lb,el,la,bl， 
XI ,t= 10,lal,1bi,lel,la,bllb,clla,b,el1, MU (X,z)(i=1,2, 
3) 均 为 拓扑 空间 。 但 t= (0, la,bl,la,cl,XI 不 是 X 上 的 拓扑 。 
若 X= ļ|a,bl,t= |Ø, la}, |a,b!}, W(X, t) X Hath IE] (Sierpinski 
空间 )。 

例 2 XX 为 非 空 集合 ,定义 上 两 个 最 极端 的 拓扑 。X 的 所 
有 子 集 族 是 为 一 个 拓扑 , 称 之 为 离散 拓扑 :rs 散 = 1 G1 任何 CC 
XI, X 每 个 子 集 都 是 开 集 , 开 集 最 多 。 仅 由 Ø 和 XX 组 成 的 族 也 是 
X 的 一 个 拓扑 , 称 之 平庸 拓扑 :r 平 声 = 1 8,X|, 开 集 最 少 。 

例 3 设 (X,zr) 是 拓扑 空间 ,YCX, 令 

rr = IHIH= СП Y,G € ті 
则 (Y,ry) 是 拓扑 空间 (证 明 留 作 习题 ) , 称 Y 为 由 XX 诱导 的 子 拓扑 
空间 或 相对 拓扑 空间 。 

例 4 〈X,o) 为 度量 空间 , 令 r=16| CCcX, 且 对 任何 xE С, 
有 BCxz,s)CCl, 则 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 。 并 称 rz 是 由 度量 p 
诱导 出 来 的 度量 拓扑 。 今 后 ,我 们 说 度量 空间 是 一 个 拓扑 空间 , 指 
的 就 是 由 它 诱导 出 的 (X,t)。 

X 的 拓扑 如 果 是 由 集合 上 的 某 个 度量 o 所 诱导 出 的 , 则 称 
X 是 可 度量 化 空间 。 对 于 拓扑 空间 ,可 度量 化 往往 是 一 个 最 理想 
的 性 质 , 对 于 度量 空间 可 进行 更 多 的 分 析 学 研究 。 

下 面 给 出 较 复杂 的 拓扑 空间 的 例子 ,它们 对 考虑 拓扑 空间 的 
性 质 很 有 用 处 。 
例 5 X 为 实数 集合 R,r= 1G| 任 何 xEG, 存 在 a >x; 使 [x， 
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a)CGCCXI, 则 (X,z) 为 拓扑 空间 ,事实 上 ,条 件 (19) 显 出 满足 ,条 
E): Y rE UG,; 存 在 B>x, 使 [x,B)C Сос UG, RE): 
YE GCNG, FE ai a> x | х,о) с Gi(i=1,2), 取 a = тіп 
(a1,22), 则 [x,a)CGi 门 G,。 因 此 (R,7) 是 一 个 拓扑 空间 (实数 
下 限 拓 扑 空 间 ) 它 与 欧 氏 空间 К! 有 很 大 的 区 别 。 

例 6 和 为 实数 集合 ,rz = 19,X- CIC 是 X 中 的 至 多 可 数 
集 , 即 Ø ARERIA]. H de morgan 公式 可 验证 ,t 是 一 个 拓 
扑 ( 余 集 拓扑 )。 事 实 上 ,(19)X,GEzr 显然 。(20) 若 G4, G € z, 
ИЖ Са, Cs 至 多 可 数 , 使 G1 =X- Ci, Ga = X - Cp; 于 是 CaN бв 
=(X- C.) (X- Св) = X-(C,U Св), В С.П Свет. (39) 
С. Єт(аЄІ), BJ С, 至 多 可 数 ,使 C.=X- С, (аЄ1). TE 
Је, = U(x- С, y= X- ПС, Єт. 

定义 2 R(X, г) К з [Н], Ес X, # ХЕ EFE, MEE 
F HX WAE, 

拓扑 空间 的 某 一 子 集 它 可 以 是 开 集 ,又 是 闭 集 , 也 可 以 既 不 开 
又 不 闭 。 例 如 离散 拓扑 中 , 单 点 集 既 开 又 闭 , 而 在 平庸 拓扑 (多 于 
两 点 ) 中 , 单 点 集 既 不 开 又 不 闭 。 这 与 人 们 的 常识 是 相悖 的 。 

我 们 也 可 以 从 闭 集 族 出 发 定义 拓扑 空间 (证 明 留 作 习 题 )。 

关于 R! ,开始 于 开 区 间 集 ,由 此 生成 拓扑 ;度量 空间 的 拓扑 则 
由 所 有 球形 邻 域 通过 并 这 一 运算 产生 。 这 种 方法 在 一 般 考虑 中 也 
用 到 ,为 此 引进 拓扑 基 的 概念 。 

定义 3 R(X, r) Emih, 是 的 子 集 族 ， ШЖ ХАНЕ 
意 开 集 均 可 表示 为 Оа А 2 3Ë , WER z, 为 拓扑 空间 X 的 

—T ah 

"e ү, 中 的 成 员 都 是 X 的 开 集 。 此 外 ,离散 空间 的 单 
点 集 族 为 它 的 拓扑 基 。 并 且 任 何 拓扑 基 均 包含 单 点 集 族 。 已 给 集 
合 碟 上 的 子 集 族 <, ,在 何 条 件 下 zt, 能 成 为 X 的 某 个 拓扑 的 基 ? 

28 


显然 应 有 X= U B, 但 只 有 这 一 个 条 件 还 不 行 。 例 如 X= (а,Ь, 


сі, РФ т, = | ia,b|,15,c1l| 不 能 成 为 X 上 任何 拓扑 的 基 。 
事实 上 ,如 果 +; 为 基 , 则 开 集 |a,5| ,458,c| 的 交 |b1 也 是 开 集 ,但 
ЫЖ т, 的 元 素 之 并 。 
下 面 的 定理 给 出 一 个 子 集 族 成 为 某 个 拓扑 的 基 的 充 要 条 件 。 
定理 1 碟 的 子 集 族 r* 成 为 X 上 某 个 拓扑 的 基 的 充 要 条 件 


(X= U B 

(20) 对 任意 的 Bi, B,C r» , BiN B,, 能 表 为 t+, 中 某 些 成 员 的 
并 (换言之 ,对 任意 xEBI 门 B,, 存 在 BC +. хЄ Bc В, В, ЕН 
留 给 读者 )。 

证 明 必要 性 。 设 r. 是 碟 某 个 拓扑 上 的 基 , 由 工 为 开 集 即 
知 (19) 成 立 。 因 为 t+, 中 成 员 是 X 的 开 集 ,对 任意 B, B2€r, BIN 
BErzr。 由 基 的 定义 ,(20) 成 立 。 

充分 性 。 即 证 当 X 的 子 集 族 满足 条 件 (10) (20), Ет, 中 成 
员 的 各 种 可 能 的 并 集 , 记 其 全 体 为 r, 则 (X,r) 为 拓扑 空间 。 显 然 
XEr, 而 形式 上 定义 Ø= UB,€ z, 其 次 , 设 CEr, 则 存在 rcC 
r. t1 G= U p.WJUG= U[ UBp]= U BEr。 

сет; GEr СЄ: B€ r вє 0. 

第 三 , 设 бү, Er, Pi G 1 CØ, ЧЕ хЄ G (1 G; 
由 的 作法 ,存在 Bi, B.C r, ,使 得 xEBiICGCxEBCC ,从 而 
x€ В.П Вс С.П 6. MRL), Е В, Єт. #хЄ B.C В, 
ПВ, сс. П С, cc = UYU „СН Ba AM, 


ane 
U В,с6.162. Пе = U BErs 
x€ G, G, 


B € G Пс, 
定理 中 的 t 称 为 由 基 z, 生成 的 拓扑 ,显然 ,这 样 的 拓扑 是 唯 
一 的 。 


29 “一 “< 
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例 7 在 例 5 中 ,XX 为 实数 集合 , 取 z. = |[x,a)|a>x|, 则 


t» 是 实数 下 限 拓扑 空间 的 基 。 事 实 上 ,X= Ül-n, n), Ж#Н Ч x 
C[xi,a D АГ, а) 8, P. 8 ЕГ кай ы с тіп | al , a!) С 
[xa NL ka), Ёт. 满足 定理 1 中 条 (1),(2)。 

例 8 X=la,b,c, dl z, =16,1b1,1dl,la,bl,1b,cl, 
Xl E r. 中 各 种 可 能 的 并 集 , 得 t=16,|b| ,ldl,la,b},1b,cl， 
{b,d},{a,b,d},|b,c,d}, {a,b,c}, X}, СХ, т) Ут, ÆR 
的 拓扑 空间 。 


> Ай 
1.(1)Х = laya, a, l, + A; = (ai, a23", al, i= 1,2, 
o ШЙ r= (Й, ей n| 为 X 上 的 拓扑 。(2)X 为 自然 


Р №, = {п,п+1, ‚п = 1,2,5 т= 10,Ni,N,,…, 
为 X 上 的 拓扑 。 

2. 设 ( 针 ,f) 是 拓扑 空间 ,YCX, 令 ty=1HIH= СПУ, GE 
rt| ,证 明 (Y 了 ,zy) 是 拓扑 空间 。 

3. 设 (Y,ryr) 是 拓扑 空间 (X,zr) 的 子 拓 扑 空间 ,证 明 如 果 了 了 是 
的 开 ( 闭 ) 子 集 , 则 YY 的 开 ( 闭 ) 子 集 也 是 XX 的 一 个 开 ( 闭 ) 子 集 ， 
举例 说 明 “Y 是 六 的 开 ( 闭 ) 子 集 " 这 一 条 件 不 能 去 掉 。 

4. 举 例 说 明 任 意 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 ,而 任意 个 闭 集 
的 并 集 不 一 定 是 闭 集 。 

5. 考 虑 К! 上 具有 子 空间 拓扑 的 子 集 Y=[0,1]U (2,3), 证 明 
[0,1j] 和 (2,3) 分 别 是 Y 中 既 开 又 闭 的 子 集 。 

6. 证 明 拓 扑 空间 (X,r) 的 闭 集 族 c 具 有 下 列 三 条 性 质 : 

(1°) X,6Go, 

(29) 如 果 F E0, NNF, Єо, 
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М, 


(30) ЖЕЕ, Р,Єс, й] F UF Eco 

反之 , 设 6 是 X 的 一 个 子 集 族 , 且 满足 上 述 三 个 条 件 , 则 存在 
X 的 唯一 的 一 个 拓扑 ,使 得 拓扑 空间 的 闭 集 族 就 是 0。 

7. 令 (X,o) 为 度量 空间 , 令 

т, =|B(a,r)|aC X,r 为 正 有 理 数 | 
证 明 rz 是 已 的 一 个 拓扑 基 。 

8.r, 为 碟 的 子 集 族 ,证 明 " 对 任意 的 Bi,B2Ery , B, N B 能 
Жут, PERR AKA ZNT AEE xE BNB 是 存在 B 
Er, ,使 得 xE Bc BN B.” 

О.Е: т, AAT DIFER, T 为 X 的 拓扑 基 对 任意 
的 xEX 及 XX 的 每 一 邻 域 U, 有 VErt, 使 得 x€EVcU。 


8$3 拓扑 空间 的 基本 概念 


原先 数学 里 研究 的 对 象 的 拓扑 结构 是 借助 距离 给 出 的 ,往往 
把 距离 的 概念 提 到 最 主要 的 地 位 。 这 一 事实 掩盖 了 拓扑 空间 的 基 
本 概念 的 作用 。 本 节 介 绍 的 拓扑 空间 的 基本 概念 均 要 求 熟练 掌 
握 。 作 为 拓扑 学 知识 载体 的 数学 语言 , 它 既 是 数学 思维 的 工具 ,又 
是 数学 思维 的 产物 ,读者 应 细心 体会 其 简练 .精确 和 形式 化 的 
特点 。 


3.1 内 点 和 内 部 


设 4 是 拓扑 空间 XX 的 一 个 子 集 ,点 xE 4。 如 果 存 在 开 集 С, 
使 得 ¿€ CC A, WE x 是 4 的 一 个 内 点 ,4 的 所 有 内 点 的 集合 称 
为 4 的 内 部 , 记 作 4。 

定理 1 久 为 拓扑 空间 ,对 的 任意 子 4,B 有 : 


(10) 4c4,4 是 4 中 的 关于 不 的 最 大 开 集 ,4 是 X Ж 
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(2) (АПВ) = АГІВ; 

(3) (АОВ) АОВ; 

证 明 (OHE. АСА 对 任意 的 xE 4 ,存在 G. € ,使 
xEGC4,VyEG,yE 4 因而 G.C A,A = UG, 为 开 集 。 此 
外 ,如 果 CC4 是 和 的 开 集 ,对 任意 的 x€ C, 存 在 G, = CC4,xE 
4, 即 CC4, 这 证 明了 A 的 最 大 性 。 最 后 , 当 4 是 XX 的 开 集 , 即 4 


ВХА 中 的 最 大 开 集 ,因此 ,4 = 4, 车 4 = 4,4 EFE, TEA 
是 开 集 。 


(20) 由 4mBc4, 由 (10) 知 (4mB)oc4, 同 理 (4 门 B)oC B°, 
于 是 (4 门 B)oc 4 站 8。 另 一 方面 ,由 4nBc4nB, 得 4nB= 
(АП В) (АП В)%,Е&(АП В)%= ADB. 


(30) 由 于 АШ В 是 包含 在 AU B 中 的 开 集 ,于 是 4U Bc(4 
UB)’, 
注意 ,一 般 地 (30) 不 能 改 为 等 号 ,例如 ,4 AFKE (0,1), B 


为 半 闭 半 开 区 间 [1,2), 则 AUB=(0,1)U(1,2) 而 (4U B) = (0, 
2) ,两 者 不 相等 。 读者 还 可 考虑 以 R! 的 子 空间 全 体 有 理 数 的 内 


部 O 和 全 体 无 理 数 的 内 部 1 为 反例 的 情形 。 
Ша 是 ~ 4 的 一 个 内 点 , 则 称 x 为 4 的 外 点 。4 的 外 点 全 
体 称 为 4 的 外 部 , 记 作 A = (~ 4)0。 如 果 х 既 不 是 4 的 内 点 ,又 
不 是 4 的 外 点 , 即 x 的 任何 邻 域 既 有 4 的 点 ,又 有 ~ 4 的 点 , 则 称 
X 是 4 的 边界 点 。 集 合 4 的 边界 点 的 全 体 称 为 4 的 边界 , 记 作 
ӘА - 
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显然 ,X= 4U(~ 4)oUa4, 于 是 ,a4= ~ (AU(~ 4)0)。 
例 1 х= (а,Ь, с,а,е\,т=\0,\а\,(с,а!, а, с,а|,\ь, 


c,d,e}, Х|, XJ f A= (Б, с,а|, А] йа lc, d|. X a Ж 
~-А= |а, el 的 内 点 ， 即 4° = lal, 而 ƏA = lb, ela 
例 2 考察 实数 空间 子 空间 有 理 数 集 Q , 则 Q 既 无 内 点 又 无 


外 点 ,0=8,0 = 0,90 = R. 而 В = I|, n = 1,2,…, 则 ӘВ = 
BU 101 ,这 说 明 一 个 集合 可 以 包含 于 其 边界 之 中 。 


3.2 ЖАНИ 


A 是 拓扑 空间 XX 的 一 个 子 集 , 点 xC X. МЖ x 的 在 于 中 的 
任 一 邻 域 U 都 包含 4 一 1x1 的 一 个 点 , 即 UNCA 151) 0, ДХ 
x 为 4 的 聚 点 (点 x BERTA) RA 4 的 所 有 聚 点 为 4 的 导 


集 , 记 作 ALR A') ,而 4U А“ 称 为 4 的 闭 包 , 记 作 有 万。 显然 4cA4 
СА, Н x€ 4 点 x 的 任 一 邻 域 U 有 UN 站 4 关 B。 如 果 A= X, 
则 称 4 为 X 的 稠密 子 集 。 | 

НЕХ, АСВ, АСВ, Ас В, АНА НЕБА = А 
(证 明 留 作 习 题 )。 

定理 2 XX 为 拓扑 空间 ,对 站 的 任意 子 集 4,B 有 

GOA 是 所 有 包含 4 的 闭 集 的 交集 ,所 以 是 包含 4 的 最 小 的 
闭 集 。 

(2)AUB=AUB; 

(3°)4N ВСАЙ В. 

ШЗ (19) сх ЖИЯК, AC ‚К,а жй] 
REAC E) = QE , 另 一 方面 ,4 是 闭 集 , 且 44, 故 


aN Ep 从 而 4= (1 F. 


atsa 
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(20) 先 证 (4UB)4= АВ", НҒ А, BCAU B, tk А", ВС 
(АШ А)“, в АЧ Вс (АША), AAEH ХАВ, В +€ 
АН хЄ ОВ“, FETE х ОФА U.V, Я UNCA- Х|) 
=@#IV (B – |x) = 0. = ОПУ х ARR, Н W 门 (4 =- 
хі) = 0, ПСВ – (х) = 0, 0 

WN((AUB)- 1х1) = WÑ ((A- 1х1) О(В- 1х1) = (W 
П(д- 1х) (В – 151)) = 0 Bl x€ ( AU В)“ й ийт 
题 知 ,xE (AU B)4— xC AdU В. Н, (АЦВ) сА Ве 这 说 
(АОВ) = А В“, 

再 证 4UB=AUB。 5⁄2 Е,А0ОВ- (А0 В) (АЦВ) = 
АЦВОЈАЧ В“ = АЈА ВОВ = AUB. 

(30) Н(АП В) cA N B4( 证 明 留 给 读者 ), 易 知 A ВсСАП 
B. 

一 般 地 (3°) 不 能 改 为 等 号 ,请 读者 自 举 反 例 。 

H3 X=la,b,c,d,e},r={Ø,la!,|c,d},{a,c,d},|b,c, 
d,e}, X), X TÆ А = 1а, b,c}, M b,d,e 是 4 的 聚 点 , 且 A = 
15,d,el,A4=la,b,c,d,e|。 而 对 单 点 集 |b5|,15| = 165,el。 此 外 
{а,с|=Х,\Ь,4|=\Ь,с,4,е|„ ЁН А 和 |ia,c| 在 XX 中 稠密 。 

注意 ,在 欧 氏 空间 中 的 聚 点 (极限 点 ) 的 情形 与 一 般 拓扑 空间 
的 情形 有 很 大 区 别 ,例如 , 开 区 间 А = (а,Ь) Жл a 的 近 旁 确实 
聚集 了 A 的 无 穷 多 个 点 ,因而 有 限 集 是 没有 聚 点 的 ,而 例 З 说 明 在 
拓扑 空间 中 则 不 然 。 

下 面 的 定理 说 明 内 集 .边界 和 闭 包 之 间 的 关系 。 


定理 3 设 A 是 拓扑 空间 X 的 任意 子 集 , 则 A=AU 3A。 
证 明 先 证 A= -7 二 AJ 事 实 上 , 若 xE A,M| z = (< A), Br 
B Ae s 7, 另 一 方面 ,车 xE ~(~A) 则 xe(~A), 即 x 有 一 


邻 域 UV, 使 U 站 (~A)= 0,8 UCA, 所 以 x€ A,3 这 证 明 ~ (~A) 
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СА, 因此,A- ~ {~A), 此 外 ,由 边界 点 的 定义 易 知 ƏA = АП 
(< AJ( 证 明 留 给 读者 ) ,于 是 

Аал = АСС АЎ) = (AU2M0WWAUTS 10) 
ААЦ pb er 

此 外 还 有 以 下 关系 式 : 

(LC АЙ = А, А = —(— Аў; 

(20)Әд = BC. А) = = (АШ(- A 

(30)д= 2 әл 

例 4 Ú Х= (а,а, anA = 1a i, al(i=1,2,-n),z 
=(G,A1,…, A,)o Wia}? = lail la; = Øli=2,3, n), |a, 
a, = Ø; 


{ау} = laz, , а, |а| = Х, а, E X + 


Əlal=la,, v al. Əl ai) = |a; adl(i=2,3,:: n), % 
ЖЕ, 1228, 
Əla; = ~ (foal U [ats оаза a P) = ~ ар "5 
аул = lap” sayla 


3.3 拓扑 空间 中 的 序列 


设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,xu,xEX, 如 果 对 于 x 的 每 个 邻 域 U 
(x) ,存在 М, n> МЕ, # x€ (х), ДК Ix. 收敛 于 x, 记 
为 

lim x, = x х >x (n> e ) 

这 时 称 |x, | 为 收敛 点 列 ,x 为 1x | 的 极限 。 

注意 点 列 的 极限 不 是 用 距离 而 是 用 环境 ( 邻 域 ) 来 描述 ,因此 ， 
这 是 比 度量 空间 更 一 般 的 极限 理论 。 

例如 ,对 于 x=|al,as,…|, 取 锐 的 平庸 拓扑 , 则 | a | 收敛 于 
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X 的 任意 一 点 , 即 | av} 的 极限 不 唯一 。 

易 知 ,为 拓扑 空间 ,4ACX,xEX, 若 在 4 -1x| 中 有 序列 收 
AF x, W + 为 子 集 4 的 聚 点 ;此 外 , 若 AC X 是 闭 集 ,对 4 中 任何 
х, тх, = x, 则 z€ 4。 (证 明 均 留 给 读者 ), 但 以 上 
命题 的 逆 命 题 均 不 成 立 。 

5 Úe X=la,b,cl,rz=16060,lal,la,cl,la,bl, Xi, А 
= |а|, хо =a 为 4 中 仅 有 的 点 列 ,zw>aE4, 但 4 为 开 集 ; 由 于 
~A= (Б, сі,А 的确 不 是 闭 集 。 

例 6 X=[0,1] 为 不 可 数 集 ,r = | ~ C: C 为 Xx 的 至 多 可 数 子 

ОТИ, WMR lim = *, 则 存在 自然 数 N, 当 n>N 时 ,x, = xo 


事实 上 ,对 x 在 了 中 的 邻 域 (X - Ü 15.00 1x|, 必 存在 自然 数 


N, 当 n>N 时 ,x,E(X- О 15,151 所 以 х, = х. 

另外 ,4CX 为 不 可 数 子 集 , 对 任意 x€ X х ТЕХ НАЈ 
邻 域 , U(x) = 外 ~- CC EZAZ), (Х- С) П(А- 1х1) = (А – 
|х) –- С=А- (Сх) 0,81 x ЗА 的 聚 点 ,于 是 44 = 和 ,对 
任 一 xEX-A,xE Af. TIR A- |x| 中 不 存在 序列 收 剑 于 x。 还 
f, A= X- |0], Æ xC A Н х, = х, №, n> N BJ, 
isx, 即 对 4 中 任何 收敛 点 列 , 其 极限 属于 A, E 4 不 是 闭 集 ( 为 
+2?), 


习 gm 


Е.А EB] £ A= A. 

2. 证 明 :(4 门 B)d4C4d 门 Be。 

3. 证 明 :84 = АС А). : 
4. 瑟 为 自然 数 集 N,4, = (п, п+1,--- |, п = 1,2, т= 16, 
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ArsA2 h СА), i ,O41 和 34;, і 2. lal, Т1, 
ы від, 
(а Вота 10. Хуан Тат, СБа, РЫ, 

Tal,lbl;Əlal,Ə]bl. 

6.Х= |а,,с\,т= Й, (аі, іа, |, \а, сі, XI U x =a, 
Еі 以 下 中 任何 点 为 极限 。 

T.X r) AERA, ACXA AAR, IA 中 任何 点 列 | x,1|， 
Ж lim xn = x, W хЄ À. 

8.(Х,0) JŽ E Z |ë] , 1E: 

(ОКЖ Ях, | 的 极限 是 唯一 的 。 

(2)ACX,x 为 4 的 聚 点 cx 的 任何 邻 域 中 必 包 含 4 的 无 限 
个 点 4 – |х ФЕЯ x] ,使 得 lim x, = o 

(3)4CX,4 PERF іх, ,者 limx,= x B x€ A, А 为 
闭 集 。 

9. 设 RR 中 A4=|(x， y)|y= sin Т, 0<x<— ү В = \(0,у)! 


-1<y<1|, 讨 论 4( 拓 扑 正弦 曲线 )。 

10.(X,o) 为 度量 空间 ,证 明 : 

(1)ACX,A#Ø,1] р(х,А) =0»хЄ А, о(х,А) >0, 6х 
E4。 特 别 地 , 当 АЗ Ж,о(х,А)=0бхЄА; 

(2) 若 A, BC X. A B. И, Л] р(А, В) =0; 

(3) 考 察 КЮ? 上 的 两 个 子 集 :A4= |(х,у)| хлу<-1,х<0},В= 
(х,у) | ху21,х>0,АГВ= АПВ= 0,18 р(А,В) = 0, (2) 
的 否 命题 不 成 立 。 


84 连续 映射 和 同 胚 


研究 图 形 在 全 体 合同 变换 下 不 变 的 性 质 ( 例 如 长 度 .角度 和 面 
37 


积 等 ) 构 成 欧 氏 几何 学 。 研 究 图 形 在 全 体 仿 射 变换 下 不 变 的 性 质 
(例如 简 比 .平行 .平行 线段 之 比 、 面 积 比 ) 构 成 仿 射 几何 学 。 研 究 
图 形 在 全 体 射 影 变换 下 不 变 的 性 质 ( 例 如 交 比 、 同 素性 、 结 合 性 ) 构 
成 射影 几何 学 。 使 用 齐 次 坐标 , 则 射影 变换 对 应 于 一 个 三 阶 非 奇 
异 和 矩阵 , 即 射影 变换 群 是 可 以 用 线性 变换 为 代表 的 最 广泛 的 几何 
线性 变换 群 。 那 么 ,有 没有 比 射影 变换 更 广泛 的 变换 呢 ? 当然 有 ， 
例如 拓扑 变换 就 是 一 个 。 研 究 图 形 拓扑 性 质 (例如 可 数 性 、 分 离 
性 .连通 性 . 紧 性 等 ) 的 几何 学 叫做 拓扑 学 , 它 现 在 已 发 展 为 以 抽象 
形式 研究 空间 连续 性 的 学 科 。 拓 扑 变换 允许 图 形 任意 扭曲 ,®{т, 
拉 伸 和 压缩 ,只 要 不 撕 破 ( 撕 破 会 使 靠近 的 点 变 成 不 靠近 ) ,不 粘 合 
( 粘 合 会 使 不 靠近 的 点 变 成 靠近 ) ,用 数学 语言 来 描述 , 则 拓扑 变换 
是 一 一 在 上 的 .连续 的 且 逆 映射 也 连续 的 变换 。 因 此 ,连续 性 概念 
是 拓扑 学 中 最 基本 的 概念 。 


4.1 连续 映射 


定义 1 B(X, т) (У, то) К А], f: ХУ Е А 
射 ,xzoEX, 如 果 f(xo) 的 任何 邻 域 V(f(xo))c Y, ff fE xo 的 邻 
域 U(xo)CX, 使 得 AU(x0))CV(f(x0)), 则 称 了 在 点 xo 连续 。 

ШЖ f 在 X 的 每 点 都 连续 , 称 f 为 连续 映射 。 

定理 1 设 (X,t) 和 (YY,z,) 都 是 拓扑 空间 ,f:X 一 Y 是 映射 ， 
则 下 面 四 个 条 件 等 价 : 

(19%) 了 是 连续 映射 ; 

(29) Y 中 每 个 开 集 的 原 象 是 X 中 的 开 集 ; 

(3°) Y 中 每 个 闭 集 的 原 象 是 X 中 的 闭 集 ; 

(4) “对 任意 4CX,F4)CF4)。 

证 明 OD VÆ Y PHARE, ER Ef CV), 
则 V 是 f(x) 的 邻 域 ,由 f 的 连续 性 ,存在 x 的 邻 域 U(x), 使 得 
fCU(x))cCV, 即 О(х) су (У), ТД 
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= Шс ЫШ) cf CU) 


xzE 广 ! хЄєШ(х)су !(%) 


这 说 明 广 :(Y) = U V(x) 为 并 中 的 开 集 。 
хуи) 


(20) (19) ЕЖ EX, V Ж@/(х)®ИЕ—ЖЖ„ (20), U 
= 广 !( 及) 是 含 x 的 开 集 ,为 x 的 邻 域 , 且 f(U)cV, 所 以 f 在 x 
连续 。 

(20) (30) н f !(Y-G)= X- f !(G)(G 为 了 中 开 集 ), 直 
接 推出 。 

(0)—(4)%ESE WJ AC X. H /(А)с (А) Асу! 
(f(4))。 由 (39)f/-!'(f(4)) 是 闭 集 , 因 此 ,Acf-1(f(4)), 即 f(A4) 
c(/(A))- 

(00)=(3) F E Y PAR, HLF) CECE) 
CF= 下 ,其 中 第 二 个 包含 关系 是 由 于 /(f 1(F))c F 的 缘故 。 所 
ИРЕ) су (F), ХН (Е) = (Е) УЖ. 

连续 映射 只 是 反射 开 集 ,并 不 一 定 将 开 集 映 为 开 集 ( 开 映 射 )， 
而 开 映 射 不 一 定 连续 。 例 如 , r,r, 是 集合 上 的 两 个 拓扑 , 恒 等 
映射 га: (X, r) (Х.т) сет, Crzi( 证 明 留 作 习 题 )。 显 然 ， 
idy УН тст, TÆ z. >= z, 时 , 开 映 射 id, 不 连续 。 

例 1 集合 X= а,Ь, с,аЖҮ = ш, x,y,z} БЕК 
别 为 ;: 


< \ ; 


N 4 


6 | \ | 
月 ty 
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r=|]0,lal,la,bl,la,b,cl,X1 

r =|6,lxl,lyl,lxz,yl,lu,y,zl, Y} 

考察 由 上 面 两 个 图 形 表 示 的 映射 f: X> Y ЯП z: X> Y. MH) f 
是 连续 的 ,g 不 连续 (不 反射 每 个 开 集 )。 

例 2 从 离散 空间 到 任 一 拓扑 空间 的 任何 映射 都 是 连续 的 。 
从 多 于 两 点 的 平庸 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 f 连续 对 y 
中 任何 开 集 G, H. G 门 A(X) 关 9B 时 , 则 有 f(X)c G. 特别 地 , 当 六 
为 度量 空间 时 ,映射 f 连续 osf 是 常 值 映 射 (证 明 留 作 习 题 )。 

设 映射 f: ХУ 及 点 xEX 若 对 拓扑 空间 XX 中 任何 收敛 于 x 
的 序列 | x , 均 有 拓扑 空间 У 中 序列 | 了 f(x) 一 f(x),(n 一 %), 则 
称 映射 f 在 点 x 序列 连续 。 显 然 ,f:X 一 了 在 点 xEX 连 续 二 /在 
点 x 序列 连续 (证 明 留 作 习 题 ), 但 反之 不 成 立 。 因 此 ,分 析 学 中 具 
有 重要 作用 的 序列 收敛 的 概念 不 能 用 来 刻画 连续 性 ,从 而 失去 了 
它 在 拓扑 学 中 的 重要 性 。 

例 3 ХУ R.,r = | —- CI C 为 和 的 可 数 子 集 |U 
1 乡 | ,考虑 从 (X,r) 到 民 : 的 恒 等 映 射 id, : X> R' , Ж lim x, = ğa 
5р = (хіх, зх, пем, р 为 可 数 集 ,是 闭 集 ,于 是 ~D 为 x 的 
开 邻 域 ,从 而 存在 自然 数 N, 当 n>N 时 ,x,€ ~D, 即 x,==x, 反 之 
亦 然 。 故 车 |x, | 收 伍 于 x, 必 有 |id,(x,)| = |x, | 在 实数 空间 R! 中 
收敛 于 x。 但 映射 i 不 是 连续 映射 ,因为 К! PFE (a, b) E 
中 都 不 是 开 集 。 
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定义 2 设 X, 了 为 拓扑 空间 ,映射 f:X 一 Y 是 一 一 在 上 的 , 且 
SERERA: y— X 都 是 连续 的 , 则 称 三 为 同 胚 映 射 或 拓扑 
映射 。 

如 果 存 在 一 个 同 胚 映射 f: X Y 是 一 一 在 上 的 , 则 称 拓 空 间 
X AY АУ ОЕ ХУ. 
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在 任 一 同 胚 映射 下 保持 不 变 的 性 质 , 称 为 拓扑 性 质 。 拓 扑 学 
的 主要 任务 是 研究 空间 的 同 胚 与 空间 的 拓扑 性 质 。 

te s 

y=f(x зы „ка 

一 个 同 胚 。 

(20): "р" = \|хЄ К" | || х | <1}(п К D" = |+ € 
| |z 1 < 二 的 内 部 )， 


Taret, 和 + 


x 
= 
= alal 1 
是 一 个 同 胚 。 于 是 ,y= fap ly] - ll =- 
\х 1 у, Ama- у) + | 1) = 1, FA x= 


н y , kysi. ИЯР 
атага laD 1- [у EBA; D К" 


(3°) 圆 周 和 椭 圆 ,圆周 和 正方 形 的 边界 ,球面 52 去 掉 北极 
P=(0,0,1) 和 平面 К? FHERR, 5°— | Р} К? 在 复 变 函数 
中 是 常见 的 ,全 体 复数 增加 一 个 无 穷 远 点 就 是 球面 $?。 同 胚 能 把 

一 个 难题 转化 为 较 简 单 的 问题 ,例如 一 个 代数 函数 的 黎 曼 曲面 和 
S2 是 同 胚 的 ,这 就 能 更 方便 地 处 理 问题 。 

例 5 S 是 复 平面 上 的 单位 圆周 , 视 为 RP 的 子 空间 。 映 射 

f:[0,1) > S! Æ 义 为 FL) = (соз2л!,5ш2лї), TR f 为 一 一 在 上 


连续 ,但 广 ! 不 连续 ,事实 上 ,[0, 方 ) 是 [0,1) 的 开 集 ,( 广 D)-! 


([0, 方 ]) =/([0, 少 ]) 为 包含 1 的 上 半圆 ,不 是 S 的 开 集 。 因 此 ， 
FRERE. 

例 6 说 明 , 同 胚 映射 中 条 件 广 :连续 不 可 忽视 。 但 考虑 这 一 
微小 的 限制 条 件 , 却 对 拓扑 学 的 建立 以 致 于 数学 的 发 展 产 生 了 重 
大 的 影响 。 
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以 下 几 个 关于 同 胚 的 等 价 命题 是 显然 的 ,证 明 均 留 给 读者 。 

定理 2 RH f: XY 是 一 一 在 上 的 ,以 下 命题 等 价 : 

(19) ЕИ; 

(20) ”了 连续 而 且 是 开 映 射 ; 

(39) “了 连续 而 且 是 闭 映 射 ; 

(4) ”对 于 任何 4cCX,f(4)f(4) 

定理 3 对 任意 拓扑 空间 X,Y,Z 有 

(19) X 5 X ШЙ; 

(2) Ж“ЖХӘ=БҮ ЬЕ, y 5 X н; 

(3°) # X Bj Y AR, Y БУ ЮЖ, X 5; Z AR, 

因此 ,在 全 体 拓 扑 空间 集合 内 , 同 胚 关系 是 一 个 等 价 关 系 。 这 
个 等 价 关 系 将 拓扑 空间 分 成 互 不 相交 的 等 价 类 。 下 面 给 出 判断 同 
胚 的 简单 做 法 。 

例 6 映射 f: ХУ g: УХ 都 连续 , 目 go f= idy,fo g= 
idy, l] g= 广 :, 且 7 为 同 胚 。 

例 7 令 同 胚 映射 fX aY, XF XFA, fla 为 同 胚 映 
HASA) А-А-А). 

例 8 ШЖ: ХУА ЯТ, f( X) Y 的 子 空间 ,而 限 
制 f 的 值 域 :X 一 f(X) 是 同 胚 映射 ,就 称 f: У Н A ВВЕ. W 
然 , 任 意 包含 映射 是 角 入 。 当 针 可 舱 入 Y 中 时 ,f( 对 ) 上 的 相对 拓 
扑 与 由 了 诱导 的 拓扑 是 一 致 的 ,因此 ,XX 可 视 为 Y 的 子 空间 。 


> Ай 


1. 证 明 以 下 关于 构造 连续 函数 的 命题 。 

(19) 常 值 映射 f: XY Afa) yo, V x€ X, f 为 连续 映射 。 

(20) 拓 扑 空间 了 上 的 恒 等 映 射 idx 是 连续 映射 。 

(З) f: X> Y 5 g: Y—> Z 均 连 续 , 则 go f: X— Z 也 是 连 
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续 映 射 。 

(49)f:X->Y 和 连续 ,ACX 为 X 子 空间 , 则 f|4 A— Y 也 连续 

(提示 :fl4=f°i, 这 里 ¿;A— X). 

(59)f:X>Y £ £ ,f(X)C Y AY W 2 8], | f: X— /( X) +E, 
连续 。 

(60) 设 А,В 为 拓扑 空间 钱 的 开 ( 闭 ) 子 空间 ,AUB= X. fi: 
4 一 了 了 , 户 :B 一 了 分 别 为 从 4,B 到 拓扑 空间 了 中 的 连续 映射 , 且 
УхЄАПВ, (х) = р(х). Ж ХЕЛ} f: X> Y J: 
о ужа 806838) 
lAl), ЄВ, ü 

2.т,т 是 集合 全 上 的 两 个 拓扑 , 恒 等 映射 idy X,t) (Хх, 
Tt) 连续 的 充 要 条 件 是 r;Cris 

3. 证 明 : 义 为 多 于 两 点 的 平庸 拓扑 空间 ,f:X 一 YY 连续 对 了 
中 任何 开 集 G, 且 G f(X)> 0 时 , 则 有 ДХ) сс. 特别 地 , 当 Y 
为 度量 空间 时 ,f 连续 ef 为 常 值 映射 。 

4.f:X 一 了 在 点 xEXX 连 续 , 则 /在 点 x 序列 连续 。 

5. 设 (了 ,r;) 为 拓扑 空间 ,X 是 一 个 集合 ,f:X 一 Y 是 映射 。 令 

z = ИСЕ 

则 (外 ,Ti) 为 一 个 由 映射 诱导 的 拓扑 空间 , 且 f 连续 。 若 男 有 六 
上 的 拓扑 rz 使 得 F:(X,r) 一 (了 ,r)) 连 续 , 则 тст, НВ fA 
导 的 拓扑 是 使 /连续 的 这 类 拓扑 中 最 小 的 一 个 。 特 别 地 ,六 CY， 
iiX— Y 是 包含 映射 , 令 rm = 115106) 16Єт,| = x x G| G€ 
r. , 则 (X,ri) 就 是 了 ,r:) 的 子 拓扑 空间 。 同 样 地 ,相对 拓扑 是 使 
包含 映射 i 连续 的 最 小 的 一 个 。 

6. 证 明定 理 2 中 的 四 个 等 价 命 题 。 


Т. АВЕ Я f: R- 101 А" – р", р(х) = х + 
何 意义 。 


РИ" 
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55 可 数 性 公理 与 分 离 性 公理 


为 了 对 拓扑 空间 进行 更 深入 的 研究 ,比如 是 否 一 个 拓扑 空间 
可 度量 化 等 问题 (本 质 上 是 拓扑 学 问题 ) ,我 们 引入 可 数 性 与 分 离 
性 ,它们 在 改善 拓扑 空间 的 性 质 方面 已 走 得 很 远 ,如 Urysohn 引 理 、 
Tietze 扩张 定理 和 度量 化 定理 。 


5.1 可 数 性 公理 


定义 1 空间 X 称 为 在 点 x 处 有 局 部 基 , 如果 存 在 x 的 邻 域 
Кт, (х) = | Ca EXT x 的 任何 邻 域 C, 都 有 С, Єт. (х), 19 хЄ 
G,C CC。 如果 在 空间 并 的 每 一 点 处 都 有 可 数 局 部 基 , 则 称 式 为 4 
空间 ,或 你 满足 第 一 可 数 性 公理 。 

显然 ,每 一 度量 空间 均 是 A 空间 (证 明 留 作 习 题 )。 

例 1 余 集 拓扑 空间 X 不 是 4| 空间 。 反 证 法 , 设 <€ X, |X 
-C| С, 是 至 多 可 数 集 ,n =1,2,…| 是 x 处 的 一 个 可 数 的 拓扑 
基 , 因 和 不 可 数 ,存在 acEX,axxaEUcX- аі х 的 一 
个 邻 域 。 由 a€EX- C {Ваєх- іа Х-С,фХ- (а\(п=1, 
2,…), 这 与 1X- C, | х 处 的 拓扑 基 相 矛盾 ,于 是 XX 不 是 4i 
空间 。 

上 例 说 明定 义 A 空间 是 合理 的 。 

定义 2 如果 拓 扑 空 间 X 具有 可 数 拓 扑 基 , 则 称 它 为 А, 空 
间 ,或 称 满 足 第 二 可 数 性 公理 。 

显然 A, 空间 必 是 A, 空间 。 设 .如 是 蕊 的 一 个 可 数 拓扑 基 , 则 
BPEARSA x 的 那些 基 元 素 所 组 成 的 子 族 就 是 x 处 的 可 数 局 部 
基 r*(x), 反 之 不 成 立 。 

例 2 设 世 为 不 可 数 的 离散 空间 (X, tag), X 的 任何 子 集 既 
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是 开 集 又 是 闭 集 , 因 为 X 的 任 一 拓扑 基 必 须 包 含 所 有 的 独 点 集 ， 
I X PEA 空间 。 但 独 点 集 |x| 显 然 形 成 x 处 的 一 个 可 数 拓 
К, X ÆA 空间 。 

例 2 说明 第 二 可 数 性 公理 比 第 一 可 数 性 公理 强 得 多 ,其 至 于 
并 不 是 每 一 度量 空间 都 能 满足 它 。 事 实 ,上 ,第 一 可 数 性 公理 是 X 
的 局 部 性 质 , 而 第 二 可 数 性 公理 是 的 整体 性 质 。 

显然 两 个 可 数 性 公理 对 于 取 子 空间 都 能 得 到 保持 , 即 A (CA) 
空间 的 每 一 子 空间 仍 为 A (A) 218]. 

若 空间 X 的 子 集 4 =X, 称 4 fE X ФЕ. X ЯГ BJ f 
集 称 X 是 可 分 空间 。 

例如 ,离散 空间 X 为 可 数 , 则 X 为 可 分 空间 ,( 证 明 留 作 习题 ) 

定理 1 拓扑 空间 和 为 4 空间 之 式 是 可 分 空间 ,反之 不 
成 立 。 
ШЕН 设 |6G,|n=1,2,……: | 是 的 可 数 拓 扑 基 ,4 = 1а, а, 
€ Ci W 4 即 为 X 的 可 数 稠密 子 集 。 事实 上 ,对 任何 xEX 和 x 
的 邻 域 G, 因 为 X 为 4, 空间 ,有 Cn 使 得 x€ G, C G, FE a, € 
С.В СПА И, хЄА, В X= A. 

例 3 YERE x 的 不 可 数 集 , 令 X= |х ЈУ, т= (0,150 
4|4CYl ,容易 验 证 (YX,r) 是 了 节 加 一 点 的 拓扑 空间 (证 明 留 作 习 
Bi). Hy yC X,y RERU) П х= 0, E] x] = X. Ц X 
是 可 分 空间 。 但 由 于 (X,7) 的 任何 拓扑 基 必 包含 开 集 族 | at U 
Iyl € У, Къ, (Х,т)Ә К А, 空间 。 

虽然 可 分 空间 比 А, 空间 广泛 ,就 其 重要 性 而 言 ,稠密 性 不 及 
第 二 可 数 性 公理 ,但 也 有 自身 存在 的 价值 ,例如 稠密 性 在 分 析 学 中 
的 用 处 。 又 如 4 УТРК X RETE, f, g: ХК 为 连续 映 
射 , 则 £= z KARAF = g&|4( 证 明 留 作 习题 )。 

定理 2 可 分 的 度量 空间 为 4, 空间 。 

证 明 设 (X,o) 为 可 分 的 度量 空间 ,4 为 X 的 可 数 稠密 子 集 ， 
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令 r.=18(z, 一 ,xzE4,nE N|, 则 z+, 为 X 的 可 数 开 集 族 ,下 面 
验证 tx 为 X ЮЖ, 


NF X WEHR U, yE U, 则 有 自然 数 大 ,使 得 B(y, 工 )C 
U. 4 稠密 , 故 BO, NAAI ER y EBO, NAE 
EB Nt, VY TE peyer), 
y)< +, EBC, +) TE y€ B(y ,去 )CB(y, 士 )CU 这 


里 YE4, 故 B(y' pEr H r. 为 (X,o) 的 可 数 拓扑 基 。 

拓扑 空间 和 的 每 一 开 覆 盖 着 包含 一 个 可 数 子 覆盖 , 称 X 为 
Lindelöf 空间 。 可 分 空间 和 Lindelöf 空间 也 被 视 为 可 数 性 公理 。 

类 似 地 有 ,Lindelif 的 度量 空间 为 А, 空间 (证 明 留 作 习题 ) 。 

定理 3 А, 空间 X 4% 5] Lindelöf 空间 。 

证 明 设 w=|1G| 是 X 的 一 个 开 覆 盖 ,X 为 4, 空间 ,可 这 样 
挑选 正 整数 п: 中 能 取 到 一 个 包含 基 元 素 B, 的 成 员 G, ,这 样 取 
得 集合 7 = | 6, | 为 可 数 族 , 且 wy 覆盖 X。 事实 上 ,YxEX 有 GE 
7, 使 хЄ G, G 为 开 集 ,于 是 有 基 元 素 B, ,使 得 x€ В„с C M B, 
必 包 含 在 了 的 成 员 G, 之 中 ,x€ Gro 

可 数 性 公理 使 拓扑 空间 具有 很 多 重要 的 性 质 。 

定理 4 设 式 为 4 空间 ,了 为 和 的 子 集 。 点 xEX 为 了 的 聚 
点 的 充分 必要 条 件 是 Y- ix| 中 有 序列 收敛 于 X. 

证 明 ”充分 性 的 证 明 留 作 习 题 , 下 面 仅 证 必要 性 。 

设 x 为 Y 的 聚 点 , 易 知 点 x 有 局 部 可 数 基 | Vi,V,,…|, 且 满 
足 局 部 套 基 条 件 ( 证 明 留 作 习 题 ): 

VaV К” 
于 是 对 每 一 i=1,2,…, 由 于 V, (Y - 11) 0, ЕЖ x, C V, 
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NCY- ixl), EZ xl tE Y- |x| 中 ,对 于 x 的 每 一 邻 域 U, 存 在 
自然 数 N ,使 得 уус U. Am i> N BF, UD Vyeo Vi DX D BH i 
>N BF, x; € 0, Вр ШЕБЕР 

定理 5 Б X,Y AmI, Н ХУА 空间 。f:X> 了 在 点 

连续 的 充分 必要 条 件 是 :车 XX 中 的 序列 | x;| 收 敛 于 x, 则 了 中 的 

FI f(x СР Сх) о 

证 明 仅 证 充分 性 。 反 证 法 ,车 /在 点 x 不 连续 , 即 f(x) 
有 一 邻 域 V, 使 /-!'(V) 不 是 x 的 邻 域 , 即 x 的 任 一 邻 域 U 都 不 包 
含 于 f-1(V):f(U)cCTV 不成立。 于 是 f( U) Y(- И) ø. WS 
ШИ U;,…| 为 满足 U,5 Uy: э UL, 25 == BS AS x 的 可 数 局 部 基 ,对 
于 每 一 i= (i=1,2,…), 任 取 x, € U, E f(x) € f(U,) П 
(~ 了 ), 则 了 (xi)EV。 明 显 地 ,序列 jx;| КЕКТЕ x, 但 f(x) 的 邻 域 
V 中 却 没有 序列 1 (x;)| 中 的 任何 点 , 即 序列 | f(x;)! 不 收敛 于 了 
(x), Л 

定理 4 和 定理 5 中 的 条 件 X AA 空间 不 能 去 掉 ( 参 见 $3 例 
6 和 8$4 例 3)。 

52 ”分离 性 公理 

以 下 的 性 质 之 所 以 被 称 为 分 离 性 公理 ,是 因为 它们 都 涉及 利 
甩 开 集 把 特定 集合 彼此 分 离开 来 ,这 是 对 拓扑 空间 的 附加 条 件 。 

定义 3 设 民 是 拓扑 空间 ,如 果 碟 的 任意 两 个 不 同 点 中 ,至 
少 有 一 点 有 一 个 邻 域 不 包含 另 一 点 , 称 工 为 To 空间 。 如 果 碟 的 
任意 两 个 不 同 点 各 有 一 个 邻 域 (不 必 互 斥 ) 不 包含 另 一 点 , 称 X 为 
Т, 空间 。 如 果 的 任意 两 个 不 同 点 有 不 相交 的 邻 域 , 称 匀 为 7 
空间 或 Hausdorff 空间 。 

显然 ,以 上 分 离 公理 是 拓扑 性 质 。 多 余 两 点 的 平庸 空间 不 是 
То 空间。 这 说 明 拓扑 空间 自然 不 必 都 是 To 空间 。X = (а,Ь,с, 
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т= \0,(а\,\а,Ь\, іа, сі, Хі, СХ, т) To 空间 ,但 不 是 T 

空间 。 有 限 余 集 拓扑 空间 是 T, 空间 ,但 不 是 7 空间 。 度 量 空间 
是 T, 空间 ,这 在 直观 上 就 能 理解 (证 明 留 作 习 题 ) ,自然 也 是 Т, 空 
[н] 。 

下 面 的 定理 刻画 出 T, 空间 的 特征 。 

定理 5 拓扑 空间 X 是 7 空间 的 充分 必要 条 件 是 每 一 单 点 
集 是 闭 集 。 

证 明 Е. ХУТ, 空间 ,xE XX, 任 给 YEX 且 yx， 
y 都 有 开 邻 域 V, 使 得 xEV, 即 V Іх = @ 所 以 ye xi. НА 
ПЕРИ EAE. 

充分 性 。 任 取 х,уЄХ, Н (хі, іу BWER, МТ, ~ (у, 
1х х,у 的 开 邻 域 ,前 者 不 包含 y, 后 者 不 包含 x, 所 以 
为 T, 空间 。 

X ЖТ,» 空间 的 特征 是 ,对 拓扑 空间 XX 的 每 一 点 x 的 任何 邻 域 
U, 门 1UIU 是 x 的 邻 域 | = |x1( 证 明 留 作 习 题 )。 

拓扑 空间 中 的 点 列 |x;| 可 以 收 伍 于 锐 中 多 个 点 ,但 当 X 是 7 
空间 时 这 种 情形 不 会 发 生 。 

定理 6 Т, 空间 的 收敛 点 列 只 有 一 个 极限 点 。 

证 明 反 证 法 。 设 7 空间 的 收敛 点 列 |xi;| 收敛 于 y, 和 y; 
У узе у 和 yy 分别 有 开 令 域 UV, 使 UNV= 0. HF у, 的 全 
JR U, i> № В, Є О; Т у, ФЕ У, i> № В, x; € Vo 
X i> № + №, В, х Є ОПУ. ОПУ 0,2. 

X 为 无 限 点 集 ,r=1Y- CC 为 工 的 有 限 集 |U 01,553 
(X,zr) 为 拓扑 空间 (有 限 余 集 拓扑 空间 )。 设 U. V 为 X 任意 两 个 
非 空 开 集 ,U=X- C1,V=X- С,(С,. С JARE), W UNV= 
Х-(С,\)С,) #@, К X Ж [ЙЕ Т, 空间 。 但 由 于 XX 的 任 一 
X ЖТ, 空间 。 

空间 的 收敛 点 列 的 极限 却 可 以 不 唯一 。 例 如 为 有 限 余 
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集 拓扑 空间 , 设 |x;| 为 两 两 不 相同 的 点 组 成 的 点 列 , 不 可 数 。 任 取 
yEX, 以 及 yy 的 任 一 开 邻 域 U= ~ С, 5 N = max | J: x; € C | IJ `M 
i>N 时 ,xiEC, 即 x;EU, 这 说 明 点 列 |xi| 收 化 于 针 中 任 一 点 y。 


若 4 和 为 拓扑 空间 X 的 子 集 ,如 果 4cV, 称 U 是 4 的 邻 - 
域 。 

定义 4 拓扑 空间 中 任意 一 点 与 不 包含 此 点 的 任何 一 个 闭 
集 有 不 相交 的 邻 域 , 则 称 印 为 正则 空间 。 儿 的 任意 两 个 不 相交 闭 
集 有 不 相交 的 邻 域 , 则 称 X 为 正规 空间 。 

正则 空间 和 正规 空间 的 特征 也 可 以 用 下 面 的 定理 来 刻画 。 

定理 7 为 正则 空间 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 XX 的 任 一 点 
x 的 每 一 邻 域 U(x), 必 存在 x 的 邻 域 V(x), 使 得 V(x)cC U(x)。 
XX 为 正规 空间 的 充分 必要 条 件 是 ,对 XX 的 任 一 闭 集 F 的 每 一 邻 域 
UCF), ОЕ Е УСЕ), УСЕ) СОЕ). 

WERA 仅 证 正则 空间 的 情形 ,正规 空间 的 证 明 留 作 习题 。 

DEH, ХЕ а], XF X Ех 与 不 包含 x 的 闭 
ЖЕ=Х- U(x), 各 有 一 个 邻 域 V(x) 和 V(F), 使 得 V(x) 由 V 
(F)=G, 即 V(x)cX-V(F)。 于 是 ,V(x)CcXR- УСЕ) = X- V 
(F)CX- F= О(х). 

充分 性 。 任 取 久 中 的 点 x Н Р, Н хЄ F. MM U(x) = X 
-下 是 x 的 一 个 邻 域 ,由 已 知 ,存在 x 的 邻 域 V(x), 使 得 V(x) C 
U(x)。 因 为 U(x) 门 f= (X- F) Y F= 0 导致 V(x) 门 F =O, 所 
以 -V(x) 是 含 下 的 邻 域 , 且 V(x) 门 (X- V(x) = 0, X 为 正则 
空间 。 

正则 空间 ,正规 空间 与 To, Тү, Т 空间 并 无 蕴含 关系 。 例 如 
Х=\а,&Ь,с!,т=\@,)а!,1\Ь‚,с|,Х\, X AENA EHZ [8], 
但 XX 不 是 7 空间 ,因而 也 不 是 Ti, Т, 空间 。 而 取 Х= (а, Б, с!, 
т= +0, (а! , іі, {a,b}, ХЕ, X Æ EHZ H8 4E E W 25 [8] АЈ 
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例子 。 

正则 的 T, 空间 称 为 T, 空间 ,正规 的 Ту 空间 称 为 T, 空间 。 
由 于 T, 空间 的 单 点 集 |x| 均 为 闭 集 ,点 x 与 X 中 任 一 闭 集 均 可 
分 离 ,满足 正则 性 质 , 所 以 T, 空间 必 为 T, 空间 ,同样 地 , T, 空间 
必 为 也 空间。 度量 空间 是 正规 空间 (证 明 留 作 习题 ) ,7 空间 , 因 
此 ,度量 空间 是 T, 空间 。 

以 下 定理 只 做 介绍 ,开拓 视野 ,证 明 从 略 。 

一 般 来 说 ,定义 在 拓扑 空间 上 的 非常 值 的 连续 函数 不 一 定 存 
在 ,但 对 于 正规 空间 则 不 然 , Urysohn 引 理 断言 正规 空间 X 上 存在 
着 某 一 连续 实 值 函数 。 该 引 理 的 证 明 有 相当 的 创造 性 ,有 兴趣 的 
读者 可 参考 有 关 拓 扑 学 教材 。 

Urysohn( 1898 ~ 1924) 法 国 数学 家 ,研究 几何 学 .集合 论 RT 
拓扑 学 ,在 抽象 空间 .维度 理论 及 曲线 理论 各 方面 均 有 卓越 贡献 。 

Urysohn 引 理 ”拓扑 空间 为 正规 空间 , 当 且 仅 当 对 筷 的 任意 
两 个 不 相交 的 闭 集 4、B8 ,存在 连续 映射 f:X 一 [0,1], 使 得 对 4 中 
每 一 x,f(x)=0, 对 B 中 每 一 x,f(x)=1。 连 续 实 值 函 数 f 称 为 
Urysohn 特征 函数 。 且 称 闭 集 А,В 为 f 所 分 离 。Urysohn 引 理 说 明 
任意 一 对 不 相交 闭 集 为 连续 映射 所 分 离 是 正规 空间 的 特征 。 

分 析 学 中 有 连续 延 拓 定理 :定义 在 R! 的 某 个 闭 集 上 的 有 界 
连续 函数 可 延 拓 为 R' 上 的 连续 函数 。 对 拓扑 空间 来 说 , 延 拓 定 
理 成 立 是 有 条 件 限 制 并 且 是 少见 的 ,但 对 正规 空间 则 不 然 , 利 用 
Urysohn 引 理 即 可 证 明 : 

Tietze 扩张 定理 ”对 于 任意 给 定 的 闭 区 间 [a,b], 拓 扑 空间 X 
为 正规 空间 当 且 仅 当 对 于 XX 的 任意 闭 集 4, 以 及 A 上 任意 连续 映 
射 :4 一 [a,5bj],fh 都 有 一 个 在 X 的 连续 扩张 f:X 一 [a,5b], 且 
Fla = foo 

对 于 Urysohn 引 理 不 能 误解 为 引 理 中 的 连续 函数 了 仅 当 xE4 
时 f(x)=0, 仅 当 xEB 时 f(x)=1。 此 外 ,Urysohn 引 理 和 Tietze 扩 
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张 定理 是 等 价 的 。 两 个 定理 中 闭 集 这 个 条 件 不 能 去 掉 , 例 如 4 = 
[0,1),В = (1,2) Е! 中 不 相交 的 两 个 子 集 ( 非 闭 集 ), 显 然 ,不 存 
在 连续 映射 f: R' 一 [0,1] 使 得 f(4)= 10},/(В) = llo 

在 引入 了 拓扑 空间 这 一 概念 后 ,人 们 不 禁 要 问 ,拓扑 空间 是 否 
真 的 比 度量 空间 更 广泛 一 些 呢 ? 换言之 ,是 否 每 一 个 拓扑 空间 都 
可 以 由 蕊 的 某 一 度量 诱导 出 来 (这 时 称 X 可 度量 化 )? 这 是 拓扑 
学 中 一 个 经 典 的 问题 。 容 易 知 道 ,X 为 有 限 集 而 (站 ,wp) 为 度量 空 
间 , 则 X 的 每 一 子 集 都 是 开 集 , 即 X 是 离散 空间 。 但 平庸 拓扑 空 
间 ( 含 有 限 个 点 ) 不 是 离散 空间 ,因此 它 并 非 可 度量 化 。 又 如 没有 

一 个 度量 可 导出 Sierpinski 空间 。 由 此 可 见 , 拓 扑 空 间 的 确 比 度量 
空间 更 广泛 。 因 此 ,探索 拓扑 空间 可 度量 化 的 条 件 成 为 拓扑 学 的 

一 个 重要 问题 。 用 Urysohn 引 理 证 明 的 Urysohn # À +E HERR Z ДЕ [El 
答 了 这 个 问题 。 

Urysohn 酝 入 定理 ”满足 第 二 可 数 性 公理 的 T, 空间 都 同 胚 
于 Hilbert 空间 R” 的 某 一 子 空间 。 

不 难 证 明 , Hilbert 空间 R” 是 可 分 空间 ,因此 是 A, 空间 ,也 为 
Lindelif 空间 ,于 是 下 列 条 件 等 价 : 

(19) 为 满足 第 二 可 数 公 理 的 7 空间; 

(2°) X 同 胚 于 Hilbert 空间 R” 的 某 一 子 空间 ; 

(3°) X 为 可 分 的 可 度量 化 空间 。 


习 题 


1. 证 明度 量 空间 空间 (X,o) 是 A 空间 ,并 举例 说 明 不 必 是 
A, 空间 。 
2. 证 明 有 限 拓扑 空 о. = 可 分 空间 。 
3. 证 明 可 数 离散 空间 是 可 分 空 
ы оа т= \0,\хЏАТАС 
51 


Y| ,验证 (X,r) 是 拓扑 空间 ,并 考虑 可 分 空间 是 否 必 为 А, 空间 ， 
可 分 空间 的 子 空 间 是 否 仍 为 可 分 空间 。 
5. 证 明 A, 空间 的 子 空间 仍 是 A, 空间 。 
6. 证 明 可 分 度量 空间 的 子 空 间 仍 是 可 分 的 。 
7. X *| 2, A 为 X 的 稠密 子 集 。f,g: X— К! 为 连续 映射 ,证 明 
f=g 当 且 仅 当 f|4 =g|4。 
8. 证 明 Lindelof 的 度量 空间 为 А, 空间 。 
9. X AAR, EX, Y AXAT AL y- |х| 中 有 
点 列 收 敛 于 x 时 ,x 为 了 的 聚 点 。 
10.Х Ж А, 空间 , 则 对 于 xEX, 存 在 x 的 一 个 可 数 局 部 基 
| ,满足 UyiCU(n=1,2,…)。 
ll.X=la,b|,z=16,X1,z,=16,lal,X1,z = iØ, ibl, 
XI,z = 16,lal,1bl Х|, Х,= (天 ,Ti)(i=1,2,3,4)。 举 出 满 
足 或 不 满足 下 列 诸 分 离 性 公理 的 空间 X;:(1) 不 满足 To; (2) ж K 
To 但 不 满足 7T1;(3) 满 足 7,;(4) 满 足 正 规 ;(5) 满 足 正则 ;(6) 不 满 
E 73;(7) 满 足 正规 但 不 满足 74;(8) 满 足 正规 但 不 满足 正则 。 


12. X ЯТ, 空间 ,x 为 子 集 4 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 x 的 每 
个 邻 域 有 4 的 无 限 多 个 点 。 


13.12 (Х, т) A Т 空间 对 任何 p,qgEX, 且 pz 关 g, 存 在 
с pEX,MU(p)= 门 1U1U ЖА p 
的 邻 域 | = 

14. 设 ss 空间 (X,po) 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 , 利 
Ж ОШ(Е,) =! оН ИУ О(Е,) = \хЄ Xlo(x, 
Еу) > р(х, Е), (Х,р)Ә ERZ 8. 

15. 证 明度 量 空 间 是 T 空间 。 

16. 证 明 针 为 正规 空间 的 充分 必要 条 件 是 ,对 的 任意 一 闭 
EFE- ARU), LEER V( F),fë $ V( F)c U( F) 
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$6 连通 性 


微 积 分 的 介 值 定理 依赖 于 闭 区 间 [ a ,5b]j, 推 广 到 拓扑 空间 , 建 
立 介 值 定理 的 拓扑 性 质 被 称 为 连通 性 。 直 观 上 ,如 果 图 形 不 能 分 
— ee R'=(-œ,0)U[O, + 
o ) 为 一 整体 ,而 尺 -101=(-o,0)U(O,+e) 不 能 构成 整体 。 

定义 1 (X, . з |н), ШЖ Х= AUB,.,A,BCr,A z 
Ø,B#Ø,AN B= Ø, WEK XX 为 非 连 通 的 拓扑 空间 。 

ШЖ 六 不是 非 连 通 的 ,就 称 它 为 连通 的 拓扑 空间 。 

例 1 X=la,b,c,d,el,r=l16,lal,lc,dl,la,c,dl,1b, 
c,d,e|, X), X 是 非 连通 的 ,而 X=ija,b,cl,tr=1g,lal,la 
bl, XK1, X ЖШ 

Ж 定义 1 中 的 “ 开 集 4,B" 改 为 “ 闭 集 4,B 或" 既 开 又 财 的 
集合 4,B", 则 容易 看 出 这 三 种 定义 是 等 价 的 ,而 拓扑 空间 X 连通 
心 了 的 子 集中 只 有 X ЯП 是 既 开 又 闭 的 ,换言之 ,X E£ 8 — X 
中 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 (以 上 均 留 作 习 题 )。 

例 2 R! 的 有 理 数 子 空 间 Q 非 连通 。 设 > 为 任 一 无 理 数 , 则 
(-@%@,r) П0(=(- ә, г100) у Q 的 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 ， 
Q 非 连通 。 

例 3 平庸 拓扑 空间 是 连通 的 ,不 少 于 两 点 的 离散 空间 是 非 
连通 的 。 

例 4 实数 下 限 拓扑 空间 X=R,rz=1c| 任 何 xEc, 存 在 
a >x, 使 [x,a)cGcXI 是 非 连 通 的 ,事实 上 : 


Х=\х|-®=<х<0}\){х|0<сх< + ©} 
=(Ü[-n,0))U(Ü [0,n)) 


ШОХ МИЛ ЛИН ЖАКЕ АЭ. IH К! 是 连通 的 (因为 只 
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有 R! 和 Ø 是 既 开 又 闭 的 ), 两 者 区 别 很 大 。 

ië YCX, 如 果子 空 面 (Y, zy) 是 非 连 通 的 或 连通 的 拓扑 空间 ， 
则 称 了 为 非 连通 或 连通 的 子 集 。 

定理 1 (X,r) 是 拓扑 空间 , 且 X=4UB,4,BEr,4 站 B= 
0. ШЖ УЖХ 的 连通 子 集 , 则 YchA 或 YcB。 

证 明 У- (АЦВ) ПУ= (АПУ) О(ВПУ), АПҮЄт,, ВП 
ҮЄт,,# = (АПВ) ПУ= (АПУ) (BI Y), VA АПУ= Й X. B 
站 了 = 8。 事实 上 , 若 АПУ 0 А ВП у= 0. W| ҮЗЕ, F 
盾 。 

定理 2 (XX,7) 为 拓扑 空间 ,Y 是 X 的 连通 子 集 , 且 YcYc 
了 , 则 子 空间 y, 也 是 连通 的 ,特别 地 ,Y 连通 则 了 也 连通 。 

证 明 反 证 法 。 若 Yi ЗЕЕ, У = АОВ, Н 4 门 B= 0, Ë 
里 4,B 是 了 的 非 空 开 集 。 因 为 YY 连通, 由 定理 1,4 门 Y= О sk p 
门 Y= 0. 不妨 设 BOY Y= 8 ,Yc 4,B 为 Yi 中 的 开 集 ,4 ЖУ! 
HAR, TE, YEY 中 的 闭 包 Yy,cA4A=4。 由 已 知 Yy = ҮПҮ, 
= 及 ,于 是 YiC4,B= 乡 ,矛盾 。 

定理 3 Æ Y, Y, (aC u) EEFE X 的 连通 子 集 , 如果 
对 任何 aC a. Y, Y Y> 0, WJ YU(UY, E X BEATE, 

证 明 Бі. Ж YU (UY,) 非 连 通 , 则 YU(UY,) = AU 
B, A 和 日 是 了 U (UY,) 的 两 个 非 空 开 集 ， 且 4 站 8B8= 纪 由 定理 

连通 子 集 yc 4( 或 В). Fj YCA, НУ YNA Y, = Ø, MA 
рее YU(UYa)C Ao 但 4cCYU(UY,), 有 YU 
(Чу) =4,8=0,##. 

例 5 R 是 连通 的 。 设 了 = 10 = (0, ---,0) СА", Y 连通。 
对 任何 cE R'a E Y, E O Ma 的 直线 Y= lia li € R], Y, 连通 
(a€ К"), WEH 3, К" = YU (UY BÆT. 
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定理 4 X,Y AMIEN, f: XY 是 连续 映射 。 如 果 X 
连通 , 则 f/(X) 也 是 连通 的 。 

证 明 反 证 法 。 若 (ОХ) ЗЕЕ, Д] f(X)=AUB,A4,B 是 
f(X) 的 非 空 不 相交 的 开 子 集 ,f ëk. f !(A)5 (В) X 
的 开 子 集 , 且 = САРВ), ЧА) ПУ СВ) = Й, ЗЕ 
连通 ,矛盾 。 

由 定理 4 知 连通 性 是 拓扑 性 质 。 定 理 2、 定 理 3 和 定理 4 都 是 
构造 新 的 连通 空间 的 方法 。 

例 6 由 定理 4 知 R! 中 的 任何 区 间 都 是 连通 的 (证 明 留 作 习 
题 ); 反 之 亦 成 立 , 即 E c R! 连通 (E 不 少 于 两 点 ), 则 E 必 是 区 
间 ,所 谓 区 间 , 即 若 a,bEE, 则 [a,b]cCE。 反 证 法 。 若 不 是 区 
间 , 即 当 a,bEE,[a,b] 不 包含 于 ,也 就 是 有 cE[a,b], 但 cE€ 
Es $ А=(-%®,С)Е,В=(С,+ о) ПЕ, ЙА, В 为 非 空 开 
集 ,A4UB=E,A4 门 B= @,ЁП Е 非 连 通 ,矛盾 。 

例 7 拓扑 空间 X 非 连通 存在 一 个 连续 映射 f: X— R! , fi 
得 f(X) 恰 是 R 上 两 个 不 同 的 值 。 

证 明 XX 非 连 通 ,X=A4AUB,A,B 为 开 集 , 且 A B= 0,— 

0 хЄА 
CORI xC В 

则 / E dH X 到 离散 空间 Y= 10,1} 上 的 连续 函数 。 

另 一 方面 则 考虑 逆 否 命题 。 由 定理 4 连通 空间 X 的 连续 象 
不 可 能 是 非 连通 的 离散 空间 了 = 10,1| 即 知 。 

例 8 ( 介 值 定理 )X 为 连通 空间 ,f:X>R! 是 连续 映射 ,对 于 
xi. xC X #l f(x) < C< f(x;) ЕЩ ECx, fE fE) =c 

证 明 f(x) 为 R 的 连通 子 集 (定理 4), 应 为 R 的 区 间 ,由 已 
а, (х), О) СХ), ТА cEf(X), 故 存在 EEX, 使 f(&) 
= co。 本 例 将 微 积 分 中 的 介 值 定理 推广 到 了 连通 空间 。 

例 9 іс х= (х,,х) Є, ЧАҢ - х= (- х, 一 x2)E5S!, 显 
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然 -(-x)=x, 且 对 径 映射 是 连续 的 ,因为 它 将 开 圆 弧 反 射 为 开 
圆 弧 , 若 f: SI-~ 有 是 连续 映射 , 必 存 在 一 点 xE 5!, 使 得 f(x) = 
f( 一 x), 即 Borsuk – Лат 定理 。 事 实 上 , 令 F:Sl!l— R', Е(х) = 
Hz)-A-x), 则 下 连续 。 若 有 аЄ 51, 使 得 f(a)> f( - а), 
Е(а) 5 Е(-а) 5, НЙ 8, A хЄ 5!,{# Р(х) =0, В f(x) = 
f- x) Ж, f: 5" 6 R" 连续 , 则 必 存 在 一 点 x Є 5", (19 
xz)=A-x)。 例 如 , 设 广 , 户 为 连续 函数 у: S2— К? 的 两 个 坐标 
函数 , 视 一 个 为 温度 ,一 个 为 气压 , 则 地 球 表 面 上 有 对 径 点 ,使 之 相 

例 10 设 1=[0,1],f:1> 是 连续 映射 , 则 有 x € Г, E 
Кх) = х (х РАКА). 

证 明 27 (0) = 0 9 (1) =1,0 或 1 为 了 的 不 动 点 。 下 设 
700) >0,/(1) <1 < F:[0,1]] >R, F(x)=x- f(x), xE, F 
ЖАН F(0)<0, F(1)>0, HME, FE х C I. 14 F(x*) 
=0, 即 f(x*)=x*, x HEIR. At, f: Pr 连续 ,f 有 不 
动 点 (Brouwer 定理 ) 。 在 数学 各 分 支 中 ,不 动 点 定理 可 用 于 解决 各 
类 存在 性 问题 ,例如 微分 方程 解 的 存在 性 ; Birkhoff 把 不 动 点 定理 
推广 到 无 穷 维 函数 空间 。 不 动 点 性 质 是 拓扑 性 质 ,事实 上 , 设 式 
具有 不 动 点 性 质 ,):X-> 了 同 胚 。 对 任意 的 连续 映射 f: У Y, fE 


f=h'lofeshi X X. f ABR: Ох) х, у = h 


(х уу) = АО) = А (х) = а(х") у", Ух? 
对 映 的 y 是 了 的 不 动 点 ,因此 ,了 也 具有 不 动 点 性 质 。 

易 知 圆周 S 不 具有 不 动 点 性 质 ( 如 对 径 映射 ) ,由 此 可 知 5! 
与 1 不 同 胚 。 证 明 两 个 拓扑 空间 同 胚 往往 较 困 难 , 于 是 退 一 步 , 利 
用 拓扑 性 质 来 说 明 不 同 胚 , 即 某 种 拓扑 性 质 为 一 个 空间 所 具有 ,而 
男 一 个 空间 不 具有 , 则 它们 不 同 胚 。 区 分 两 个 不 同 胚 的 拓扑 空间 
X Y 常用 的 方法 之 一 是 :假定 h:X> 了 同 胚 , 则 在 中 移 去 一 个 
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子 集 4 之 后 ,X -4 与 Y-h(4) 仍 然 同 胚 ,因此 它们 应 该 有 相同 的 
拓扑 性 质 。 否 则 ,它们 不 同 胚 。 

例如 ,直线 和 圆周 不 同 胚 ,它们 各 自 去 掉 一 点 后 ,直线 不 连通 ， 
但 圆周 却 连通 。 同 样 可 证 明 S! 5 52, R! 与 К"(т>2) ЕЖ. 
注意 , R 与 R" 不 同 胚 则 需 代数 拓扑 知识 。 

由 上 述 可 知 ,连通 可 由 聚 点 实现 。 下 面 介绍 条 件 更 强 的 , 即 由 
一 段 “ 曲 线 " 来 实现 的 道路 连通 。 

定义 2 镁 为 拓扑 空间 ,p,g€X,1=[0,1,], 如 果 连 续 映 身 
f:I>X ESO) =p,f(1)=g, 称 /为 X 中 连接 点 p,g 的 一 条 道 
路 。 

如 果 对 于 中 任意 两 点 ,在 X 中 都 有 一 条 连接 它们 的 道路 ， 
就 称 为 道路 连通 的 。 

道路 是 代数 拓扑 学 中 的 一 个 重要 的 基本 概念 ,是 建立 基本 群 
的 基础 。 

例 11 实数 空间 К! 是 道路 连通 的 。 因 为 对 任意 的 x, y € 

R!, 定 义 道路 f:f(1)= (1-t)x+ty,tE[0,1],f 为 连结 x,y 的 道 
路 。 设 子 集 АСА", ШЖ р, q C 4, 必 有 “直线 " 段 (1 -1)p+ 
igCA(0<1<1) 则 称 4 УА, AE 4( 如 А", А" 中 的 K 维 向 
量子 空间 , А" 中 的 开 ( 闭 ) 长 方 体 和 球 、R! 中 各 种 区 间 ) 显 然 是 道 
路 连通 的 。 

定理 5 若 X 为 道路 连通 空间 , 则 XX 必 为 连通 空间 。 

证 明 对 于 任意 p,yEX, 由 于 式 道 路 连通 ,有 道路 f:[0,1] 
— xX, 1018 f(0) = р,/(1) = g, 从 而 p,q€ f([0,1]),HT[0,1]E 
连通 的 ,由 定理 4,yw = /([0,1])Ж X HEATER, ER xo C X , MI 
X= Шум, B хоЄ Сум, PTA Пум, =@ HEH 3,Х ЖШ 

НИЛУ, РЕТИ. 
0] 12 设 4= Iæ, y)ly=sin+,0< < 全 | ,4 为 [0, 二 ] 的 
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连续 象 , 4 连通 。 由 定理 2,4 连通 。 若 令 B = 1(0,y)| -1<у< 
ПДА = АОВ, А 称 为 拓扑 正弦 曲线 。 容 易 证 明 , 对 于 4 中 的 点 
和 B 中 的 点 ,没有 道路 连结 此 两 点 , 即 4 不 是 道路 连通 的 。 本 例 
还 说 明 ,4 是 道路 连通 ,4 却 非 道路 连通 。 

X,Y AMIZE, f: XY ER, К, НЕ 和 是 道路 连通 
的 , 则 ACX) 也 是 道路 连通 的 (证 明 留 作 习 题 )。 由 此 易 知 ,$" 是 道 
路 连通 的 。 事 实 上 , 任 取 5" 上 两 点 xo 和 xi, 再 取 y 不同 于 xo 和 
x H S- iyl R 是 道路 连通 的 。 从 而 存在 S- |y| 上 的 道路 
了 ,使 得 f(0) = xo, f(1) = x1, f MÆ S 上 连结 xo 和 xi 的 道路 ,5" 
道路 连通 。 显 然 , S 连通 。 

对 于 非 连通 空间 ,有 必要 引入 连通 分 支 的 概念 。 一 个 非 连通 
的 空间 可 以 唯一 地 分 解 为 不 同 的 连通 分 支 ,连通 分 支 的 数目 给 出 
了 判断 拓扑 空间 不 连通 的 粗糙 方法 。 

定义 3 ХК, EX, х 在 X 中 的 连通 分 支 C. 是 指 
包含 点 x 的 所 有 连通 子 集 的 并 。 

由 定理 3, C, 是 连通 的 ,并 且 有 

定理 6 (1°) 每 个 С, 是 X 中 一 个 最 大 的 连通 子 集 , 即 c. 不 
是 X 的 另 一 连通 子 集 的 真子 集 。 

(29) X 中 所 有 连通 分 支 是 X 的 一 个 分 类 。 

(39) 连 通 分 支 均 为 闭 集 。 

证 明 (1°) 如 果 D Ao X НЫС, ТФ, ро Cu, 但 由 
定义 350,90, г. D= G. 

(20) 如 果 С, 与 C., 相交 , 必 有 C. = C,。 事 实 上 ,由 定理 3， 
С = С, U Ca, 连通 ,从 С, 和 С,, 的 最 大 性 , 知 C. = С, = C。 这 说 
H XX 的 任何 两 个 连通 分 支 或 者 重合 ,或 者 不 相交 , 即 X 中 所 有 连 
通 分 支 是 X 的 一 个 分 类 。 

(30) X 的 每 一 连通 分 支 C, 连 通 ,由 定理 2, C. 连 通 。 由 C, 的 
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RAHA C, оС, х, CDC, A С, = C, 为 闭 集 。 

定理 7 X,Y HAIZE, f XY 连续 , 则 的 每 一 连通 分 
支 的 像 必 位 于 Y 的 一 个 连通 分 支 中 。 若 及 :XY 了 , 则 hh 导出 的 
连通 分 支 和 YY 的 连通 分 支 的 1 一 1 对 应 ,并 且 这 个 对 应 是 同 胚 的 。 

证 明 f:X 一 了 连续,Y xEX, 设 y=f(x), 则 f(C.,) 连 通 , 量 
由 C, КИЯ УСС) СС, Ф h: X Q Y, Vx € X, Ж y = 
h(x), АСС.) cC, H h (С, )c C. BD C c h(C.), АЖ, А 
(С.) = C, T, MERS h 限制 在 C, 上 仍 为 同 胚 映射 。 

例 13 集合 X=ia,b|,X 上 的 拓扑 t= 10, Хі, т = (0, 
lal,X1],r = 16,lal,1b], X}, СХ, т), (Х, то) АЛК 
HX, M(X, тз) 08776 0а, ibl, КУНУ 2, Н 
均 为 闭 集 。 

例 14 视 有 理 数 集 Q XR 的 子 空 间 , 每 一 有 理 数 rE0 的 
连通 分 支 即 为 点 r+ 自身。 事实 上 ,车 C 男 有 一 点 7' ,不妨 设 7 > 
r, IER a ,满足 r<a<r,C =(]x|x=>al ОПГ C)U(Iz |x < 

aiN QNC), 则 CC; 非 连通 ,矛盾 。 类 似 地 ,R' 的 无 理 数 组 成 的 子 
空间 和 离散 空间 的 连通 分 支 均 为 单 点 集 。 一 般 地 ,拓扑 空间 的 每 
一 连通 分 支 都 由 单 点 集 构 成 时 , 称 为 完全 不 连通 空间 。 

类 似 地 ,可 定义 道路 连通 分 支 。 

定义 4 为 拓扑 空间 ,C 是 X 的 道路 连通 子 集 。 如 果 C 不 
是 X 的 男 一 道路 连通 子 集 的 真子 集 (C 为 最 大 性 ) , 则 称 C Æ X 的 
道路 连通 分 支 。 

显然 ,拓扑 空间 的 每 一 非 空 道 路 连通 子 集 必 落 在 一 个 道路 
连通 分 文中 ,X а оета 

例 15 道路 连通 分 支 不 一 定 是 闭 集 。 例 12 中 的 拓扑 正弦 曲 
线 X=4UB, 碟 的 道路 连通 分 支 有 两 个 , 即 4 和 B, 其 中 4 是 X 
的 开 子 集 而 非 闭 集 , 而 B 是 X 的 闭 子 集 而 非 开 集 。 一 般 来 说 , 道 
路 连通 分 支 必 包含 于 连通 分 支 中 ,本 例 则 说 明 反 之 不 一 定 成 立 。 
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下 面 的 定理 回答 道路 连通 与 连通 何 时 等 价 。 

定理 8 拓扑 空间 XX 道 路 连通 csX 连通 , 且 YxEX, 有 一 个 
道路 连通 邻 域 。 

证 明 仅 证 充分 性 。 若 忒 连通 ,和 中 每 一 点 x 都 有 一 个 道路 
连通 邻 域 U。 设 C 是 含 x 的 道路 连通 分 支 ,由 已 知 ,xE UC C, 即 
C 为 开 集 。 而 ~ C 是 除 C 以 外 的 道路 连通 分 支 的 并 集 , 所 以 С 又 
是 闭 集 。X 连通 ,X 仅 有 非 空 既 开 又 闭 的 子 集 X 自身 ,所 以 X= 
C, 这 说 明 是 道路 连通 的 。 

由 定理 8 易 知 , К" 中 的 开 集 G 若是 连通 的 , 则 必 是 道路 连通 
的 ,这 只 要 注意 到 开 球 B(x,e) 是 道路 连通 的 即 可 ,6 称 为 R" 中 
的 开 区 域 ,而 G 称 为 闭 区 域 。 特 别 地 ,有 复 变 函数 中 的 重要 定理 : 
R? 的 开 连 通 集 是 道路 连通 的 。 


>J 题 


1. 证 明定 义 1 下面 的 注 。 

2.X=la,b,c,d,el,z=16,1cl,la,b,cl,l1c,d,el, X}, 
子 空间 4=|a,d,el ,证明 X жй, E X BJ f Z F] A 却 非 连 通 。 

3. 证 明 S" 是 道路 连通 的 。 

4. 利 用 "连通 性 是 拓扑 性 质证 明 

GOR! 上 任 一 区 间 与 5! ЖЕ] ЖЬ 

(20)RL 上 的 闭 区 间 、 开 区 间 、 半 开 半 闭 区 间 彼 此 不 同 胚 。 

(30)R! 与 R E] BE. °. 

(40)S! 5 S ТЖ. 

5. 证 明 

(19)Xo 是 钱 的 既 开 又 闭 的 子 集 ,A 是 XX 的 连通 子 集 , 则 或 者 
4 门 Xo= 乡 ,或 者 4CXo。 

(20) 如 果 和 有 一 个 连通 覆盖 7( 即 у 中 每 个 成 员 都 是 连通 
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的 ) ,并且 和 有 一 连通 子 集 4, 它 与 7 中 每 个 成 员 都 相交 , 则 X 

(39) 利 用 (20) 证 明 К? 连通 。 

(4)х ÆR 的 子 集 , 夺 = 1(x,y)|x,y 不 全 为 无 理 数 | ,证 明 

6. 设 XI, X, 都 是 连通 空间 X 89 3F( R|) f £ , XU X, = X, Xo 
=X NLE, E X 连通 ,证 明 Xi, X, 都 连通 。 

7. 设 和 为 拓扑 空间 ,x,yEX, 如 果 大 中 存在 一 条 连结 x,y 的 
道路 , 则 称 x ~ ys。 证明“ ~" 是 等 价 关 系 。 

8. 设 处 为 拓扑 空间 ,f:1 一 X 和 g:;1>X 是 有 相同 起 终点 p,g 

的 两 条 道路 ,如 果 连 续 函 数 H:lx 1 一 XX 使 得 H(s,0)=f(s),H 
(0,t)=p f H(s,1)=gls), H(1,t)=q, UFF f Zm AATF g, 记 
为 fag。 证 明 ,在 有 相同 起 终点 的 所 有 道路 集合 中 , 同 伦 关系 是 
等 价 关系 。 

9. 针 ,了 为 拓扑 空间 ,f:X 一 Y 连续 ,如 果 外 是 道路 连通 的 , 则 
f(X) 也 是 道路 连通 的 。 

lO.X=la,b,c,d,el,z = 16,l1al,l1c,dl,la,c,dl,1b,c, 
d,e}, X}, R(X HERA 


$7 紧 致 性 


紧 致 性 在 分 析 学 中 早 就 出 现 并 有 许多 应 用 ,然而 从 本 质 上 讲 ， 
它 属于 拓扑 学 范畴 的 概念 。 紧 致 性 描述 了 拓扑 空间 的 某 种 有 限 
性 ,可 以 把 对 无 限 情 形 的 考虑 归结 为 对 有 限 情形 的 考虑 ,这 是 一 种 
最 基本 最 常见 的 拓扑 性 质 。 

定义 1 设 (X,t) 为 拓扑 空间 ,如 果 对 于 的 每 一 开 覆 盖 ” 
必 有 一 个 有 限 的 ( 开 ) 子 覆盖 了 , 则 称 (X,z)( 或 拓扑 空间 X) Ж 
致 的 。 
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E 4 为 X 的 非 空 子 集 ,如 果 4 作为 X 的 子 空间 是 紧 致 的 , 则 
称 4 为 X 的 紧 致 子 集 。 
例 1 由 Hiene 一 Borel 定理 可 知 ,Ri! 中 任何 有 界 闭 区 间 [ a,b] 


都 是 紧 致 的 ,但 开 区 间 4 = (0,1) 不 是 紧 致 的 , 令 = |( 才 ,1)， 


GA d,d), A= UG,,G,=(- 上 5, 小 ),7 不 存在 有 限 子 

Mo (БИЕ) у =| (а, bi), Cams bm) lH т 的 任 一 有 限 子 
组 ,e =пїп(ау,,а„),И(а,, Б) U (Cams bm) с(е,1) „1800, 
ej 与 (e,1) 互 斥 ,7 不 是 4 的 覆盖 ,4 不 是 紧 致 的 。 

由 定义 1 4 为 拓扑 空间 X 的 紧 致 子 集 即 每 一 由 4 中 的 开 集 
构成 的 开 履 盖 都 有 有 限 子 覆 盖 , 这 等 价 于 每 一 由 X 的 开 集 构 成 的 
4 的 开 履 盖 都 有 有 限 子 覆 盖 。 事 实 上 若 4 为 和 的 紧 致 子 集 ,7 为 
A 的 由 X 的 开 集 构成 的 覆盖 , 则 yw = АПСІСЄ 7 为 4 的 覆盖 。 
4 紧 致 ,yw 有 有 限 子 覆盖 , 设 为 |4 门 G1,4A 门 G,,…,4 门 G6,1。 于 是 
7 的 子 族 1 G1,G,,… Ga AE ACCIU GsU…UG,D(4NGD)U(A 
间 G2)U…U(4NG,)=A4N(GIU GsU…UG,)=4)。 反 之 , 设 
7 МА 的 开 集 构成 的 开 覆 盖 , 对 7 的 每 一 成 员 G, 存 在 的 开 集 
Uc ,使 得 U A= G. үу = | Uç 1 G€ 7128 A BJ X ЕЯ АО 
开 覆 盖 , 从 而 有 有 限 子 覆 盖 , 设 为 | Uc,, Uco, Uc,1。 仿 上 ,相应 
的 7 的 子 族 | Ci, Gi,,…, G4| 为 4 中 开 集 构 成 的 有 限 子 覆盖 。 

紧 致 性 对 闭 子 集 遗 传 , 即 有 

定理 1 紧 致 拓扑 空间 (X,r) 的 任 一 闭 子 集 了 是 紧 致 的 。 

证 明 当 了 为 X 的 闭 子 集 时 ,对 任 一 的 开 集 构成 的 Y 的 开 

йот, =wU(~ 了 ), 为 X 的 开 覆 关 。X 紧 致 ,了 有 有 限 子 覆 
盖 , 从 而 7 有 有 限 子 覆盖 。 由 上 证 ,Y 紧 致 。 

PE 设 т= іс, ПУ С, Єт ж УНЕ а, у Y 
Æ X WATE, X -了 是 开 集 ,所 以 у= | G.,X - УЕ X BJ T dt: 
覆盖 。 由 于 X 紧 致 , 必 有 一 个 有 限 的 子 覆 盖 т = | G1,…, Glo 
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于 是 7y=1cImYIGE7 | 是 了 的 有 限 子 覆 盖 。 这 就 证 明 了 也 
是 紧 致 的 。 
设 о 为 闭 集 族 ,o1 是 о 的 任 一 有 限 子 族 ,上 且 П К 0 И 


Ж cl 具有 有 限 交 性 质 。 以 下 定理 借助 开 集 和 闭 集 的 “对 偶 关 系 ” 
从 闭 集 族 的 角度 刻 化 紧 致 性 。 

定理 2 拓扑 空间 XX 是 紧 致 空间 当 且 仅 当 的 每 一 具有 有 限 
交 性 质 的 闭 集 族 a, 有 非 空 交 : 

oL 

证 明 留 作 习 题 。 

定理 3 设 (X,r) 为 7, 空间 , 则 XX 的 每 一 紧 致 子 集 都 是 闭 
集 。 

证 明 设 4 为 7 空间 XX 的 紧 致 子 集 ,下 证 X—A 为 开 集 , 即 
对 任何 рЄ Х- 4, 存 在 p 点 的 邻 域 U(p)cX-4。 事 实 上 ,因为 
XX 是 7 空间 ,所 以 对 任何 хЄ 4, 存 在 p 的 与 x 有 关 的 邻 域 U(p， 
x)# x 的 邻 域 V(x), 使 得 U(p,x) 门 V(x) = Й. 8%, 1 V(x) 
|xE4| 是 4 的 对 中 的 一 个 开 复 盖 ,由 4 紧 致 , 它 有 一 个 有 限 的 子 
覆盖 1Y(xz)| 开 =1,2，……,m|, 令 


U(p) = f Ulp, х) 
易 见 оо) рЫ, H О(р) П V(x) = @ , Br À 
U(p) AC U(p) [Ü V(x,)] | 


= Ü(U(p)(1V(x,)) = 0 
于 是 pPEU(p)CX-4, 即 X 一 4 是 开 集 ,4 是 的 闭 集 。 
推论 E Т, 空间 中 的 子 集 为 闭 集 当 且 仅 当 它 为 紧 致 
于 集 。 
定理 1、 定理 3 和 推论 的 结果 ,可 列 为 下 表 : 
紧 臻 空间 : ИТЕ 
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T, 空间 : 闭 集 熏 紧 致 子 集 

紧 致 的 Т, 空间 : 闭 集 忆 紧 致 子 集 

下 面 将 分 离 性 与 紧 致 性 放 在 一 道 作 深入 的 考察 。 

定理 4 j ХУТ, 空间, 若 4 为 X 的 紧 致 子 集 ,xE4, 则 x 
和 4 分 别 有 开 邻 域 U 和 VV, 使 得 UN 中 V= @( T, 空间 中 紧 致 子 集 4 
与 不 属于 4 的 点 x 可 分 离 )。 

证 明 对 任 一 yE4,yz 关 xs X Т, 空间 ,存在 y 的 开 邻 域 
V, 与 x 的 开 邻 域 U, 使 得 U, Пу = 6, A 是 紧 致 子 集 ,对 4 的 开 覆 
H| V yE AARTE, RN | Vas Vat Vnt E V= V, ÜU 
Vatt UV, UE Up NAUNA ЙО, W V, ОЕА, x 的 开 
ФЕ, ОПУ, = UN UMN Г U ПУ, = 00 = 1,2, п) 
Ж ОПУ= (ОПУ, )ОСОПУ,,) О UCUN V,) = 0. 

推论 ХУТ, а], E ASB ЫХ 的 不 相交 的 紧 致 子 集 ， 
则 А,В 分别 有 开 邻 域 凡 和 了 ,使 得 UN V = @( Т» 空间 中 ,不 相交 
的 紧 致 子 集 4 与 B 可 分 离 )。 

证 明 留 作 习 题 。 

定理 5 每 一 紧 致 的 7, 空间 都 是 正规 空间 。 

证 明 i X KRAAI Т, 空间 , 若 4,B 为 X 的 不 相交 的 闭 集 ， 
由 上 表 , А,В 是 的 不 相交 的 紧 致 子 集 , 且 分 别 有 开 邻 域 VU 和， 
使 得 ОП = 8, 故 为 正规 空间 。 

于 是 度量 空间 和 紧 致 的 T, 空间 都 包含 在 T, 空间 类 中 ,如 下 
面 方 框图 所 示 : 


紧 致 的 Т; 空间 
bers 


T, 空间 (正规 Т, 空间 ) 
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以 下 讨论 紧 致 空间 的 连续 映射 。 

定理 6 设 (X,rt,) 为 紧 致 拓扑 空间 ,(Y,z,) 为 拓扑 空间 ,f:X 
一 了 是 连续 映射 , 则 f/(X) 是 了 的 紧 致 子 集 。 

证 明 f(X) 视 作 (Y,t,) 的 子 空间 ,f:X 一 f/( 外 ) 连 续 。 设 7 = 
И Е f(X) 的 任 一 开 覆 盖 ,f-'(V,) 是 钴 的 开 集 , 且 |f-'(V,)| 是 
X 的 一 个 开 覆 盖 。X ZK, (VAERT: | (Va), 
fF (Vg), СЬ Ону) ARA SF CV= V.o 所 
以 | Vais Vaast Va | 是 /LX) 的 有 限 开 盖 , 它 是 7 的 有 限 子 覆盖 ， 
即 f(X) 是 了 的 紧 致 子 集 。 

由 定理 6 知 , 紧 致 性 是 连续 映射 下 的 不 变性 质 ,当然 也 是 拓扑 
不 变性 质 。 由 于 R! 不 是 紧 致 空间 ,可 知 任 一 开 区 间 都 不 是 紧 致 
空间 。 

定理 7 从 紧 致 空间 到 T, 空间 的 连续 映射 必 为 闭 映射 。 

证 BB хуа и], УТ, ZE, f: X> Y H E 
射 。 若 4 为 X 的 任 一 闭 集 , 则 4 为 紧 致 子 集 (定理 1), 从 而 /(А) 
为 Y 的 紧 致 子 集 (定理 6), 生 为 闭 集 (定理 3), 这 证 明了 为 闭 映射 。 

下 面 的 定理 说 明 紧 致 空间 的 特殊 性 , 它 在 现代 几何 学 中 起 着 
非常 重要 的 作用 ,主要 用 来 构造 同 胚 。 

定理 8 从 紧 致 空间 到 T, 空间 的 一 一 映 上 的 连续 映射 是 同 
Ж. 

证 明 据 定理 7 以 及 一 一 映 上 的 连续 映射 是 同 胚 。 

例 2 设 f 为 闭 区 间 1=[0,1] 到 К" 的 一 一 连续 映射 ,7 K, 
К" H T 空间 ,由 定理 8,1 与 f(1)c К" 是 同 胚 的 。 

定理 8 在 更 一 般 的 情况 下 是 不 成 立 的 。 

例 3 /f:[|0,1)—S!,f(i) = (cos2xt,sin2xt)。 显 然 f 为 一 一 
映 上 的 连续 映射 ,但 区 间 [0,1) 并 不 同 胚 S'o EM 8 在 本 例 中 不 
适用 的 原因 是 区 间 [0,1) 不 紧 致 。 

这 里 介绍 与 紧 致 性 有 关 的 概念 , 先 考虑 较 直 观 的 “点 分 布 很 
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定义 2 设 六 为 拓扑 空间 ,如 果 的 每 一 无 限 子 集 都 有 聚 
点 , 则 称 X 为 列 紧 空 间 。 拓 扑 空 间 X 的 一 个 子 集 Y 称 列 紧 的 ,如 
果 了 作为 X 的 子 拓扑 空间 是 列 紧 的 , 即 了 的 每 一 无 限 子 集 都 有 一 
聚 点 属于 Yo 

定理 9 每 一 紧 致 空间 都 是 列 紧 空 间 。 

证 明 (БИЕ) 式 不 列 紧 , 即 存在 X J IR F EA. Е 44 = 
乡 , 于 是 4=4U44=4 是 闭 集 ,X- 4 是 开 集 。 由 于 任何 a€4,a 
EA! =Ø, ТЕ а 的 邻 域 V(a) ,使 得 (а) (А - lal)= 0,+ 
是 (X-4)UiU(a)|a€E4|l 是 的 一 个 开 覆 盖 , 它 显然 无 有 限 子 
Шш, ЛЧ 

列 紧 空 间 可 以 不 是 紧 致 空间 , 见 下 例 。 

д 设 集 合 X= jn|n=1,2,3,…|,t. = ||2n-1,2n 
中 mn=1,2,3,…}, 易 知 +, 是 的 一 个 拓扑 基 , 由 ;诱导 出 拓扑 
F(X, r), X 是 列 紧 的 。 事 实 上 对 每 个 n,2n 是 独 点 集 4 = 12n 
-1| 的 聚 点 ,例如 2 的 任 一 邻 域 U, UNCA- 121) 0,2 А = 
11 的 聚 点 。 类 似 地 ,2n - 1 是 独 点 集 12z} RA. Am AX 
个 非 空子 集 至 少 有 一 聚 点 。 显 然 ХЕКЕ, ут. Æ XW 
一 个 开 覆 盖 , 但 它 不 包含 有 限 的 子 覆 盖 。 

定义 3 为 拓扑 空间 ,如 果 的 每 一 可 数 开 覆盖 都 有 有 限 
Tm, UPK 为 可 数 紧 致 空间 。 

显然 ,每 一 紧 致 空间 都 是 可 数 紧 致 空间 。 

定义 4 艺 为 拓扑 空间 ,如 果 碟 的 每 一 开 覆 盖 都 有 可 数 子 履 
M, WFK X X Lindelöf 空间 。 

显然 ,每 一 пае 的 可 数 紧 致 空间 都 是 紧 致 空间 。 

定理 10 每 一 可 数 紧 致 空间 都 是 列 紧 空 间 。 

证 明 (БИЕ) X 为 可 数 紧 致 空间 ,但 不 列 紧 , 即 XX 存在 一 
个 无 聚 点 的 无 限 子 集 。 在 其 中 取 一 个 无 限 可 数 子 集 4 = (х, п = 
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1,2,3,…|, 因 4 无 聚 点 , 故 4 是 闭 集 ,X -4 是 开 集 ,对 任意 的 x, 
ECA, TTE х, 的 邻 域 U, ,使 得 U, 门 (4 -ix,!)= 8B, 即 U, EEA 
中 一 点 x AMIX- A, Uln=1,2,3,…| 是 语 的 无 限 可 数 开 覆 
盖 , 显 然 , 它 没有 有 限 子 覆 盖 ,矛盾 。 

定义 5 为 拓扑 空间 ,如 果 式 中 每 一 序列 都 有 收敛 的 子 序 
列 , 则 称 X 为 序列 紧 致 空间 。 

定理 11 每 一 序列 紧 致 空间 都 是 可 数 紧 致 空间 (证 明 略 )。 

紧 致 列 紧 、 可 数 紧 致 和 序列 紧 致 的 关系 如 下 表 , 打 * 号 的 证 
明 略 。 


由 此 表 看 出 ,可 数 紧 致 空间 是 讨论 的 中 间 站 。 就 人 们 认识 过 
程 来 说 ,是 先 研究 度量 空间 后 研究 拓扑 空间 ,在 度量 空间 中 ,以 上 
几 种 紧 致 性 是 等 价 的 。 随 着 认识 的 深化 ,人 们 才 逐 步 对 紧 致 性 的 
本 质 有 所 了 解 。 

例 5 余 集 拓 扑 空间 X 是 四 种 紧 性 均 不 具备 的 例子 , 取 4 是 
XX 的 可 数 子 集 , 4 无 聚 点 ,X 不 列 紧 。 取 4 是 X 的 不 可 数 子 集 ,对 
任 一 xEX- 4A,4 -ix| 中 没有 任何 序列 收 钱 于 x ,XX 不 是 序列 紧 


致 。X 也 不 是 可 数 紧 致 ,事实 上 , 令 С, = | 二, 一 ,…|(n=1,2,， 

3,…), 则 = lX- Cu 为 开 集 族 , 且 U(X С,) = x ПС, = x, 

即 7 为 X 的 开 覆 盖 。 显 然 ,7 不 存在 有 限 子 覆盖 。 因 此 ,X 不 是 
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可 数 紧 致 ,从 而 也 不 是 紧 致 。 

为 了 讨论 度量 空间 的 紧 致 性 , 先 介绍 两 个 有 关 度 量 的 概念 。 

定义 6 设 4A=|ail,a;,…,a,| 是 度量 空间 X WERTE, ,如 
R хс 0 В(а,,е) СЕМЕНТ хЄ Х,а (х,А) <e), АХ й 
一 个 es- 网 (e>0)。 如 果 对 任意 的 se>0,X 均 存在 es- 网 , 则 称 X 
为 完全 有 界 的 。 

#J6 XX 为 R* 中 半径 为 2 的 开 圆 盘 ,A = (а, а, "а, W A 


是 X 的 3 一 网 ,但 4 不 是 X 的 方 - 网 。 


定理 1 列 紧 度 量 空间 X 是 完全 有 界 的 (证 明 留 作 习 题 )。 
定义 7 X 为 度量 空间 ,7 = | G1 为 的 一 个 开 栈 盖 , 若 正 数 
X=X(7) 具 有 性 质 :对 XX 的 任 一 子 集 4, 当 4 的 直径 d(4) <A Bt, 
至 少 有 一 个 CE 7, 使 得 АСС, À 为 覆盖 7 的 Lebesgue 数 。 
例 7 区 间 7=[0,1],w=1Uil 是 了 的 一 个 开 覆 盖 ,XA = A(9) 
为 了 的 Lebesgue 数 。 取 正 整数 т> L (L <А) ,等 分 /为 m 段 , 则 
每 小 段 包 含 在 某 个 U, 中 ,UiE 7。 
Lebesgue 数 不 一 定 存在 。 考 虑 实数 空间 R 的 覆盖 7= |C- 


n+1+TTD)InEZ ,7 天 0|, 则 任 一 实数 À > 0 都 不 是 7 的 


Inl 
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Lebesgue 数 , 即 任意 给 定 > 0, 存 在 R' 的 某 一 子 集 A.d(A)< À, 
但 了 中 的 任 一 成 员 都 不 包含 4( 读 者 自 证 )。 

定理 13 X J 2 FE Br 2 |], ЮЕ Ж у 具有 
Lebesgue Ж À = À(7) 

证 明 《〈 反 证 ) 假 设 开 履 盖 7 的 Lebesgue 数 À 不 存在 , 任 取 自 
ЖК n TETE A,CX,d(4,) < 二 ,对 任何 G, € у А, Z Cao IEN 
a € А„(п=1,2,+),Җ Ж X ЯЖ, Ка, 有 一 子 点 列 | а! 
ЖТ ac X, FXE, КЮ а, Хэ ЛШ лд, X 的 无 限 子 集 
la, lf Жл a, 由 于 度量 空间 X 9 Z — X 中 每 个 点 列 必 有 收敛 
的 子 点 列 (证 明 留 给 读者 ),|a| 有 一 子 列 | an KAF a,a C X 
由 于 у УХ 的 开 和 覆盖, 存在 GC 7y, 使 得 a€ G. G 是 开 集 ,d = 
о\а,Х- 6) >0.2%,# хЄХ, Н pl(a,x)<d, 则 xEG。 取 自 


Өй m> 2(4(4,) < 9), ба, Є |аш},р(а,а„) <, 


则 对 任何 <€ An ,有 


E P EE ee E Ë 120 


2* т“ 2 
Ш хЄ С,А„ьс С, ЛЬ 
定理 14 每 一 列 紧 的 度量 空间 都 是 紧 致 的 。 
证 明 设 7 是 X 的 任 一 开 覆 盖 , 由 定理 13.) = А (у) Е 


Ж у 的 Lebesgue 数 。 由 定理 12,X 有 一 个 全- 网 4 = laran", 


+ = d 


al FÆ X= Ü U(a, 2). EX 4(U(a,3)) <А, GE 


т.148 Ula $C бу(Е= 1,2,…,n) 即 1G1,G2,…, Gs} 为 w 的 
有 限 子 覆盖 ,X 紧 致 。 
由 定理 14 和 下 表 知 ,可 数 紧 致 的 度量 空间 是 紧 致 的 ,序列 紧 
致 的 度量 空间 是 紧 致 的 。 因 此 ,对 度量 空间 有 : 
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紧 臻 一 > 可 数 紧 致 > 列 紧 


] 


序列 紧 致 


下 面 给 出 微 积 分 中 两 个 定理 的 推广 形式 。 

定理 15 从 紧 致 空间 到 RI 的 任 一 连续 函数 上 有 界 ,并 且 
达到 最 大 值 和 最 小 值 。 

证 明 ”由 定理 6,f(X) 是 R' 上 的 紧 致 子 集 ,而 紧 致 的 度量 空 
间 是 有 界 的 (证 明 留 作 习 题 ) ,由 定理 3,AX) 是 R 上 的 有 界 闭 集 。 
所 以 f 有 界 。 由 于 f(x) 的 上 、 下 确 界 p,qgEFCX) 从 而 存在 xi, х 
E X ESC) = pfx) =q, ŽEH EX, fx) sfx) s 
f(x2), 即 f 达 到 最 大 值 和 最 小 值 。 

定理 16 /是 由 紧 致 的 度量 空间 (XX,pi) 到 度量 空间 (YY,p;) 
的 连续 函数 , 则 为 一 致 连续 , 即 任 给 @e >0, 存 在 6 >0,"4 o (x, 
х") <, Н р ЕЖУ д Уе 有 关 , 而 与 具体 的 点 无 关 )。 

ШЕН 任 给 e >0, 因 为 f 连续 ,对 任何 x*EX, 存 在 6(x)>0 


当 х EU(x,6(x)) 时 ,pz(f(x'),/(*)) < 了 3, 由 定理 13, X И 
盖 y= |U(x,6(x))|xEXI 有 一 个 Lebesgue 数 和 ,对 任何 x', x" € 
X, WR plx, x”) <А, MFE EX, IE х, "Є U(x,6(x))。 于 


是 o. (/(x'),f(a”))< o (Ра), f(x)) + o (f(x),f(x”)) <-> + 
e, 丰 一 致 连续 。 


正如 上 述 两 个 定理 在 微 积 分 中 是 十 分 重要 的 , 紧 性 在 与 拓扑 
空间 有 关 的 几乎 任何 一 门 学 科 中 也 都 是 十 分 重要 的 。 


E 
7 = 
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习 题 


1. 证 明 离散 空间 是 紧 致 的 忆 它 是 有 限 的 。 

2. 证 明 拓扑 空间 和 有 限 , 则 不 的 任何 子 集 都 是 紧 致 的 。 

З.* Х= \а,Ь,с,\„т= \Х,\а, |, {a,c}, |a}, і, i BB 
拓扑 空间 外 的 紧 致 子 集 不 一 定 是 闭 集 。 

4. 证 明定 理 2。 

5. 证 明定 理 4 的 推论 。 

6. 证 明 每 一 序列 紧 致 空间 都 是 列 紧 空 间 。 

7. 证 明 紧 致 的 度量 空间 是 有 界 的 。 

8. 碟 为 例 4 的 列 紧 空间 ,证 明 : 

(19) 卫 不 是 紧 致 空间 。 

(20)Y 为 R! 的 子 空间 ,Y=|1,2,3,…|,f:X>Y,f(2n-1)= 
f(2n)=n, 则 f 连 续 , 且 的 象 不 列 紧 。 

(39): В ЈО -1) =/(2л) =] 
了 连续 , 且 太 无 最 大 值 . 最 小 值 。 

(49) = [0,1] ,为 T, #F|,f:X-—Y,f(2n -1)=f(2n)=1- 
二, 则 /连续 , 且 /不 是 闭 映射 。 

9. 证 明 : 度 量 空间 已 列 紧 史 和 中 的 每 个 点 列 必 有 收敛 的 子 点 
列 。 

10. 证 明定 理 12。 

11. 试 用 反 证 法 证 明定 理 16。 


п уп 
, 则 
-n Упав 
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Жс И 


微分 流 形 是 具有 微分 结构 的 拓扑 空间 ,因此 ,可 以 在 微分 流 形 
上 建立 微 积 分 。 目 前 ,微分 流 形 的 概念 已 成 为 现代 数学 的 基本 概 
念 之 一 , 它 已 渗透 到 许多 数学 领域 ,如 微分 方程 ,微分 几何 、 微 分 拓 
扑 等 方面 ,在 理论 物理 中 如 规范 场 论 等 也 应 用 到 微分 流 形 。 


8$1 微分 流 形 


数学 的 发 展 ,势必 从 局 部 上 的 描述 向 大 范围 的 描述 与 研究 发 
展 。 关 于 局 部 即 点 的 邻 域 的 性 质 是 否 可 以 推广 到 大 范围 上 ? 怎样 
推广 ? 经 过 长 期 研究 , 才 创 造 了 微分 流 形 这 一 概念 , 它 是 拓扑 空 
间 , 而 且 是 Hausdorff 空间 ,而 它 的 各 个 邻 域 都 与 欧 氏 空间 的 开 邻 
域 同 胚 。 因 此 ,微分 流 形 上 不 仅 有 拓扑 结构 ,而 且 有 微分 结构 。 微 
分 流 形 的 各 个 开 邻 域 都 利用 微分 同 胚 粘连 起 来 ,就 为 把 已 知 的 局 
部 性 质 推 广 到 大 范围 上 去 提供 了 一 个 理想 的 舞台 。 

定义 1 拓扑 空间 M 满足 以 下 条 件 : 

(1) M 是 Hausdorff 空间 ; 

(2) M 满足 第 二 可 数 性 公理 ; 

(3) 对 M FERA, MWA x EM Р А U FEF А" 
的 一 个 开 集 。 则 称 M 是 一 个 m 维 的 拓扑 流 形 。 

设 定义 1 中 提 到 的 同 胚 映射 是 gu: U 一 gu(U) c R", 这 里 
gu(U) 是 К" 中 的 开 集 。 因 为 pv 是 同 胚 , 对 任意 点 y EU, 可 以 把 
gu(y) Є R" 的 坐标 定义 为 点 y 的 坐标 , 即 令 wi = (gu(y))',y € 
U,i = 1,2,…,mc。 称 (U, фи) 是 M 的 一 个 坐标 卡 。 坐 标 卡 象 地 图 
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册 , 其 作用 相当 于 看 每 一 页 就 像 看 到 每 一 实 貌 
pu( U)o 

在 拓扑 流 形 上 可 以 定义 连续 函数 ,现在 问 ,在 拓扑 流 形 上 建立 
可 微 函 数 的 概念 还 要 增加 什么 条 件 ? 

BHCU, фу) (У, фу) 是 拓扑 流 形 M 上 两 个 坐标 卡 ,U V 
乡 , 即 迭 置 处 重 选 ,我们 将 定义 1 中 的 条 件 进一步 加 强 , 即 考虑 迁 


置 映射 py ° фт! 应 满足 的 条 件 , 显 然 ,pu(U 门 V) 和 
pu(U N У) 
ФОП V) ÉE R" 中 两 个 非 空 的 开 集 ， 并 且 映 射 py ° 


坐标 域 


eraun y UN ОПУ) 建立 了 这 两 个 开 集 


B| É [8] E£. ў Т о Ф! фу 
之 间 的 同 豚 ,其 逆 映 射 就 是 wu Фү эй 2 Wi? 


gu(U N V)。 这 两 个 映射 可 分 别 表 为 R 的 开 集 上 的 т 个 实 函数 
(图 1): 


CU [| y= 


y=f'(x!,, x")= (py° po x! ,x"))’, 
(xt, x") E pul UN V); 
xi =gly!, =, y") = (pu pr (yl, y"), 


(yt, yE o (UD V). 

我 们 称 两 个 坐标 卡 (U, pu) MCV, pr) 是 C ' - 相 容 的 ,如 果 
UD V> 0 时 坐标 变换 函数 pyc рр! Ж фи° фу (В Р(х, хт) A 
g(y!,…,y") 都 是 C' 类 的 。 

UNV= 0 时 ,我 们 总 认为 (U, gu) (У, фу) Е С" -HR 
的 。 

我 们 知道 ,映射 f: M— R 称 为 在 点 P 可 微 ,车 函数 fo g 1: 
9(U) 一 R 在 点 op(P) 可 微 。 上 述 可 微 性 应 与 坐标 卡 的 选取 无 关 。 
若 点 PEUNV, (V, p) AA 已 的 另 一 坐标 卡 ,那么 

/°ф7\=]°ф!°(ф°ф7!)ь 
Ре: Ф(ОПУ) К 在 点 gog(P) 可 微 ,如 果 oep: (ОПУ) 
gp(UNTV) 在 点 y(P) 可 微 , 则 fey-! 在 y(P) 也 是 可 微 的 。 由 此 可 
见 ,坐标 转换 函数 g。y -1 可 微 是 M 上 有 可 微 函 数 概念 的 关键 条 
件 。 

例 1:M=S',U= 5! – |e}, фу: 10 (0,27) С В!, её x 
(0<х<2л), = 5! – (е, Фф: 0, (л,Зл) СК!,е?-у(л<у 
<Зх)( 2). 
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在 UN U, t, е” = е? , WI 

x+2zx OÜ < x< x 
rei п<х<2л 

显然 ,y 是 x 的 C” 类 函数 ;反之 x 也 是 y С° р, (0, 
pi) F(U, gs) 是 С" - 相 容 的 。 

定义 2 设计 是 一 个 m 维 拓扑 流 形 , 如 果 M 上 给 定 了 一 个 
坐标 卡 集 多 = 1(U,gu),(V,gy),(W,qpw),…| ,满足 以 下 条 件 : 

(1)1U,V,W,…| 是 M 的 一 个 开 覆 盖 ( 覆 盖 性 ); 

(2) 属 于 夕 的 任意 两 个 坐标 卡 是 C ' - 相 容 的 ( 相 容 性 ); 

(3) 多 是 极 大 的 , 即 对 于 M 的 任意 一 个 坐标 卡 (U, фо), ШЖ 
它 与 夕 中 每 一 元 都 是 C ' - 相 容 的 , 则 ( U ,gv ) 必 属于 % (K K 
性 ); 

MER ZÆ M 的 一 个 C" -微分 结构 。 

在 M 上 给 定 了 一 个 C” - 微分 结构 , 则 称 M 是 一 个 C”- 微 
分 流 形 。 若 在 M 上 确定 了 一 个 C” - 微分 结构 , 则 简称 M 是 光滑 
流 形 。 以 下 主要 讨论 光滑 流 形 , 简 称 流 形 。 属 于 给 定 的 微分 结构 
的 坐标 卡 称 为 М 的 容许 的 坐标 卡 , 而 M 上 点 x 附近 的 局 部 坐标 
系 是 指 包 含 P 点 的 容许 坐标 卡 给 出 的 坐标 系 。 

例 2 М= R", 取 U= М, си 为 恒 同 映射 , 则 1(U, gu) RE 
К" 的 一 个 坐标 覆盖 ,由 此 确定 了 К" 的 光滑 微分 结构 , 称 为 R” 的 
标准 微分 结构 , R” 是 微分 流 形 。 

例 3 m 维 单位 球面 "= |х К": U ahl] 

以 m=1 为 例 , 取 如 下 四 个 坐标 卡 (图 3): 

Ui=|xES :x >0), pu (х) = х1; 

= \хЄ 5':х<01, pu (х) = х; 

И = [xE S':x1>0], py (x)= xx; 

V. = |хЄ 5':х<0|, фу (х) = х2; 
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图 3 


显然 ,| Ui, U2, Vi Vy 构成 S! 的 一 个 开 覆 盖 , 在 交集 U.) V, 
,wa = Фу, ° po (x) =V1- 妇 ,反之 ,xi = Фи, ° pr, (x2) = 
-V 1- 好 ,它们 都 是 C* -类 函数 ,所 以 (Ui, pu ) MV, фу) 
C“ 相 容 的 。 同 样 地 ,其 余 任 意 两 个 坐标 卡 也 都 是 C”- 相 容 的 ， 
所 以 S! 是 一 维 光滑 流 形 。 类 似 地 , 5"(m > 1) 是 m 维 光滑 流 形 。 

例 4 将 底 周 长 为 a 的 圆柱 面 沿 母 线 哀 开 , (0, х) 5(а, х) 
视 为 同一 点 ,用 i 5 кү Ё: 5 Aene 8, 
we ® < xi<a+ 包 覆盖 圆柱 面 (图 4)。 局 部 坐标 分 别 为 : 


TA үк Жый 
Ы 


$ » 
иә = X2 79 = Х| Шә = X2 


э = 1⁄1 
Е Un v h: { Ж ҮЙҮ, 
v2 = и? 
101 = 2 ul=w-a 
[епо i 
W = V2 U2 = Ш) 


因此 ,圆柱 面 是 二 维 光 滑 流 形 。 
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例 5 RPP Р(х, 2,5) = О КАНН M 是 微分 流 


Р oF ƏF oF 
К, ЕС -类 函数 。 任 取 点 PEM, Аа тз з 在 点 Po 


的 值 不 同时 为 零 , Po 为 正常 点 。 不 妨 设 人 0。 因此 ,在 R 中 有 
以 P, 为 球 心 的 开 球 下 ,使 得 M EW 中 的 点 都 可 表 为 局 = f(x, 


x2) „Н 20. # M 上 得 开 集 U= WO М,ЕШЕ U 
x€ W M 


J x? 轴 的 方向 投影 到 平面 x = 0 上 ,得 到 К? E£ U 同 胚 的 区 域 。 
对 于 M 上 每 点 已, 都 可 以 作出 这 样 的 开 集 U, 只 不 过 有 时 必须 用 
x! 或 x? ЖК БИ 刀 。 全 体 这 样 的 开 集 覆盖 了 M。 W Ul, U; 
为 其 中 的 两 个 开 集 , ШП 050, В U, U, 都 按 2 轴 的 方向 投影 
PPH х?=0 Е. $ y = (gu °@u, (x))',x€ ф (UN И»), M 
уай, i= 1,2。 所 以 坐标 变换 函数 都 是 С 类 的 , 即 pu pi 是 С 
类 的 。 同 样 地 , pu фо Ш C R, Ж U, U 是 沿 不 同 坐标 
轴 投 影 , A H о W < 轴 投 影 , U, їп < 轴 投 影 。 令 
у‘ = (gu, pu (x))',x€ gu (VND),i=1,3o Ду = x!,y'=f 
(х1, х2). ВТ y 都 是 C 类 的 , 即 gu ° eu С 类 的 。 
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同样 地 ,pu epo, tÆ C "类 的 。 对 于 其 他 情形 的 Ui, U, tE 
可 做 类 似 的 说 明 。 因 此 ,M 是 二 维 微分 流 形 。 

类 似 地 , R"*! 中 F(x!,…,x"+1)=0 所 表示 的 非 空 点 集 MM 是 
m 维 微分 流 形 。 若 Fx, a хі, Тн С", 
则 M 就 是 C ' - 微分 流 形 。 

在 定义 2 中 ,条 件 (1) 和 (2) 是 基本 的 。 不 难 证 明 , 若 坐标 卡 集 
儿 ' 满 足 条 件 (1) 和 (2), 则 M 上 必 存 在 唯一 的 C' 微分 结构 Z, 
得 多 'C。 事实 上 ,只 需 把 儿 ' 扩 大 ,考虑 M 上 所 有 与 乡 ' 中 坐标 
+ C'- 相 容 的 坐标 卡 集合 Z 显然 ,多 满 足 条 件 (1) 和 (3)。 下 证 
ZERERA) H, iV, g) MW, yw) 在 儿 内 ,(U,,y,) 
€2',V |W= 0, M фу°фу! = (фф!) (Ф, фу). H BE 
造 , 知 propi 和 qo*yry! 都 是 C' 类 的 ,所 以 суфу 也 是 C' 类 
的 , 故 条 件 (2) 成 立 。 于 是 , 乡 是 由 多 唯一 确定 的 C' - 微分 结构 。 
因此 ,在 构造 微分 流 形 时 ,只 要 指出 它 的 一 个 C' — 相 容 的 坐标 覆 
盖 即 可 。 

如 果 我 们 把 不 存在 微分 结构 的 拓扑 流 形 称 为 СО 流 形 , 则 СО 
流 形 与 С! 流 形 有 本 质 的 区 别 。 存 在 不 允许 任何 微分 结构 的 拓扑 
流 形 ,这样 的 流 形 维 数 最 小 是 四 维 ,已 经 知道 的 例子 是 八 维 的 。 

总 之 ,从 直观 上 看 ,微分 流 形 是 局 部 欧 氏 空间 。 它 不 仅 局 部 同 
胚 于 欧 氏 空间 ,而且 局 部 之 间 是 用 C "类 ,其 着 也 为 C 5 类 的 坐标 
变换 粘贴 在 一 起 。 下 面 介 绍 几 个 复杂 的 例子 。 

例 6 二 维 射影 空间 РЕ ПЖ 

在 R- 10} 中 定义 如 下 的 等 价 关 系 ~ : 设 x,yER 了 -101x~ 
y 扣 存在 非 零 实数 和, 使 * = My。 显 然 , ~ 是 等 价 关 系 。 对 xE R° 

- 10|, x 的 等 价 类 记 作 [x] = [x!,x?,x’] ,等 价 类 [x] 几 何 直观 地 
可 看 作 是 К? 中 通过 原点 的 直线 1 - 10|。 二 维 射 影 空间 P 就 是 
指 商 空间 P ?= RB-10}/~ = |(х]:хЄ R- (01|. < 0; = |[х!, 
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х?,х?),х 0} ,而 


2 3 
х x 。 
шк 


2 х? 


x 
这 是 C* 类 的 , 故 户 是 光滑 二 维 流 形 。 
对 于 一 般 的 n 维 实 射 影 空间 的 情形 参看 例 10。 微 分 流 形 M 
的 概念 比 欧 氏 空间 А 中 的 曲面 广泛 得 多 ,参看 例 8 和 例 11。 此 
外 ,一 般 征 分 流 形 上 也 不 一 定 有 距离 的 概念 。 若 在 M 上 引进 了 距 
离 的 概念 ,那么 就 得 到 黎 曼 流 形 , 它 是 一 类 最 重要 的 微分 流 形 。 
例 7 M=|(x,y) (2+ 2) = х2- у ОХ) Е К? 的 
子 拓扑 空间 不 是 1 维 流 形 。 
( 反 证 法 ) 若 是 1 维 流 形 , 则 存在 含 0(0,0) 点 的 一 个 开 集 
U 及 同 胚 映射 。 
g@:U—(a,b)C R!,e@(0)=cC€(a,b)o 
显然 pg: U - 1(0)| 一 |(a,c)U(ec,b)| 也 是 同 胚 映射 ,但 U 一 
1(0)1 有 四 个 通路 连通 分 支 ,而 1(a,c)U(c,b)| 只 有 两 个 道路 连 
ЖЛ ж, ЛЖ 
018 Mm, n) EMA m x n З BJ ZE B], M( m. n) n] 
以 认 作为 R” ,因此 自然 确定 了 一 个 C” 流 形 ( 当 然 也 确定 了 一 个 
实 解析 流 形 )。 设 M(m,n; 上 ) 表 示 所 有 秩 为 Е(0 < k < min(m, 
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п)) 9 mx n 和 矩阵 的 空间 ,以 M(m,n) 的 诱导 拓扑 为 其 拓扑 , 则 М 
(m,n;k)Ë&—  k(m + n К) 80) C” 流 形 ( 实 解析 流 形 )。 

事实 上 , 设 ХЄ М(т, п), 1 rankXo = k, J £f ZE B] 3 kE [ 
Р ЯП 0 使 得 
Ао Во 
PEN 
这 里 4 是 左 x 大 的 非 奇异 矩阵 。 存 在 s > 0, 如 果 和 矩阵 A— Ao 的 
所 有 元 素 的 绝对 值 都 小 于 s, 则 4 是 非 奇 异 的 。 设 U* 是 满足 下 
列 条 件 的 和 全 体 :XE М(т,п)В. 
| А В 

РХ0=(„ р) 

这 里 A- Ao 的 所 有 元 素 的 绝对 值 小 于 e, 则 U* 是 M(m,n) 的 一 
个 开 集 ,如 果 XE U MJ ХЄМ(т, п; к) р = C4-1B。 因 为 
I, 0 


РХ,0 = 


ТЕТИР ) (1) 
– СА Ды 
是 非 奇 异 的 (这 里 1 是 jxj 单 位 矩阵 ) ,所 以 矩阵 
а 0 А В А В 
к= Ж” 010 - СА-В + р 0) 
与 
A B 
Ca m 


有 相同 的 秩 , 但 (2) 右 边 的 矩阵 , 秩 为 keD = C4-1B。 我 们 取 U = 
о 门 M(m,n;k),( 它 是 关于 诱导 拓扑 的 开 集 ) 为 YoEM(myni 
四) 的 坐标 邻 域 ,相应 的 坐标 映射 由 
A B 
ФОХ)=(„ а) 
定义 ,这 里 我 们 将 Rua (m-k)(n-k) = pRk(m+n- k) Е Br ЯП 
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A B 
> о) 的 空间 , 则 映射 e H 


A B 


A B _| 
) C гер 


-1 == -1 
Ф @ дее ( 
如 果 (U,g) 和 (U,g) 是 两 个 坐标 系 ,U 站 Uz9, 则 pp-! 由 
< 
pv (oe Oo=(z о) (3) 
给 出 ,这 里 


B 
C CA`'B СА-'В 

因为 (3) 右 边 矩 阵 的 每 个 元 素 都 是 矩阵 4、B、C 的 元 素 的 有 
理 函 数 ( 也 是 实 解析 函数 ,是 С 函数 ) ,所 以 上 述 Z= |U, g) m 
定 了 一 个 k(m+n 一 上 ) 维 的 C” 微 分 构造 ( 实 解析 构造 ) 儿 ,于 是 
(M(m,n;k), DÆ C” 流 形 ( 实 解析 流 形 )。 

BI (М, ACM, 25) 1 n п, С" ЖЕ 
= 100.0.) 6, 
B = | (Uz, Ya) lo 


i u A 2.2). 


4 

Z =|(U,x Уз, һ.в) (Ua pa) ED, (V ya) EBL, 
其 中 U, x Us 表示 拓扑 积 , 而 

hag: Us x Vg Pal Us) х gə( Va) C R" x R" = В" +" 

һ„з\р,д) = (9a(p), Yel gq)) 
是 同 胚 映射 。 显 然 2 满足 定义 1 中 的 条 件 (10) ,(20)。 因 此 , 它 就 
确定 了 Mi x M, 上 的 微分 构造 = Z x 2, АЕК п + n 维 的 C 
ПРИСМ x М, х) CREM, AAM, 多) 的 积 流 形 。 
类 似 地 ,可 以 定义 (Mi x… x М, хех). 
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例如 ,n 维 环 面 
Т"= SIx:…x3Sl 
n 
A n ÆC RÉ. R" jQ Къ) C” 积 流 形 是 
R^ x R = Rut", 

É X — Hi e B], ~ 为 了 X 上 的 一 个 等 价 关 系 ,用 [ xj] = 
1yEXIy~x| 表 示 x 的 等 价 类 ,对 于 任 一 子 集 4cX, 用 [4]=|y 
EX|Iy~a,aE A| 表 示 与 4 中 元 素 等 价 的 全 部 元 素 , 以 X/ ~ 表示 
等 价 类 的 集合 ,x:X 一 X/ ~ ,x 习 [x] 表 示 自 然 投 影 x(x) = (х), 
且 在 X/ ~ 上 定义 商 拓 扑 , 即 (V) A X WJ ЖЖ, V E X J 
X/ ~ 中 开 集 。 显 然 x 是 连续 映射 。 我 们 称 拓 扑 空 间 X/ - E: X 
关于 等 价 关 系 ~ 的 商 (拓扑 ) 空 间 。 此 外 ,如 果 对 于 一 个 开 集 AC 
X [AEE ХАРФАТ, ДАИ ~ 称 为 开 的 。 

引 理 1 X 上 等 价 关系 ~ 是 开 的 , 当 且 仅 当 自然 投影 x 是 开 
映射 ,如 果 x 是 开 映射 且 X 具有 可 数 基 , 则 X/~ 也 具有 可 数 基 。 

证 明 “> АСХ УТ, [А] = л (л(А)), ~ 是 开 的 , 则 
[4] 是 的 开 集 ,从 而 x(4) 是 Y/ ~ ВЕЕ, Вр x 是 开 映 射 。 

“=” 车 为 开 映 射 ,4 CX 为 开 集 , 则 x(4) 为 X/ ~ 的 开 
集 , 故 x-!'(x(4))=[4] 为 X 的 开 集 , 即 ~ 是 开 的 。 

É x 是 开 映 射 且 XX 具有 可 数 基 | Ul, e z, £ WAX = 的 开 
集 , 则 z-!( W) = Уу. ЈС Z. ҒЖ W = Yr (U), АШ |x 
CU)liez 为 YX/ ~ 的 可 数 基 。 

引 理 2 设 ~ 是 拓扑 空间 和 上 的 开 的 等 价 关 系 , 若 S= (x, 
y)lx < у X x ХИ, WJ [8] X/~ 为 Hausdorff 空间 。 

证 明 因为 S У, (Ххх) - S 为 开 集 。 设 x(x) 和 x 
(y) 为 X/ ~ 中 两 个 不 同 的 点 , 即 х,у 不 等 价 ,(x,y)EXxX-5。 
HE X x XX 的 开 集 U xV, 使 (x,y)EUxVcXxX-5S, 于 是 U 
=x(U),V=x(V) 不 相交 。 因 为 ~ 是 开 的 ,U 和 VV 为 X/ ~ PF 
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集 ,因此 X/ ~ Hausdorff 空间 。 

例 10 实 射 影 空间 КР" 

S Х= К" -40| ,XX 中 定义 等 价 关 系 ~ ; Il R ff fE À = 0, W 
у= Ах, y ~ x。 商 空间 X/ ~ 称 为 实 射 影 空间 。 等 价 类 [x]€ 
X/ ~ 可 看 作 R"+! 中 过 原点 的 直线 ,以 下 证 明 RP" 是 一 个 n 维 微 分 
流 形 。 

19. RP 具有 可 数 基 。 设 4 是 非 零 实数 , 作 映 射 o: ХХ, 
ф(х) = Ах 显然 p ЖН, Н px" = p，。 于 是 og, (À 头 0) 均 为 
开 映 射 。 故 车 Uc X 为 开 集 , 则 [U] = U px(U) 为 开 集 , ~ 为 开 
的 。 因此 自然 投影 x 为 开 上 映射 , 因 X 具有 可 数 基 ,由 引 理 1, 
RP" = X/ ~ 具有 可 数 基 。 

2%. КР": Hausdorff 的 。 定 义 实 函数 f: Хх ХК, 

Кх, уут) = 5 (а - wiy), А f 是 连续 
的 , 且 f(x,y)=0cox~y, 因 此 S= (x,y)lx-< yl = (0) X 
x X Н. НУ 2, КР" Hausdorff 的 。 

的 等 价 类 记 作 [x]=[x!,…x"*!]。 

命 

U= |[x!, xt] х! 40}, 
P E аш 


h 
其 中 1<i<n +1,& = (hz i) 显然 ,| U, lgi<n+l! 
构成 RP" 的 开 覆 盖 , 在 U, YU (i> j) EALE 


As бышыр 
|. т 


所 以 1 Ui, фо) асса Ш Т RP" 的 光滑 结构 。 
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例 11 Grassmann 流 形 

记 ukan A kx n EEEE, N jy, 为 Кп С" -微分 流 形 ， 
记 Fk, m) HRH k HI kx n ЖЕН, Д] Fk, т) р, 9 
子 集 , 它 是 一 个 具有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 。 用 Xite, X, 表示 
6 ХЄ (上 k,m) 的 行 向 量 , 即 X. = (xl, х1). BA X BE n 
维 向 量 空间 К" 的 一 个 平面, 即 由 XX/,…, X, 张 成 的 子 空间 ,并 且 
两 个 元 素 久 和 了 确定 同一 个 上 平面 当 且 仅 当 Y= AX, HP AC GL 
(k, К). ЖЕ F(k,m) 中 定义 等 价 关系 ~ :Y~X 当 且 仅 当 Y= AX, 
AC GL( 上 ,R)。 商 空间 б, „= F(k,m)/ ~ 的 等 价 类 [xX] 可 看 作 
R" 中 此 维 平面 ,自然 投影 x(X) = [XX]。 以 下 证 明 G4,, 是 一 个 微 
分 流 形 。 

10. 6C ,有 可 数 基 。 设 AC GL( 上 ,RR), 作 映射 фа: Е(Е, т) 
一 FF(k,m), 使 pg4(x) = АХ, W PR фа Ж НВ Я а = фу 
续 , 因 此 фа ERE, TE e, 是 开 映 射 (对 所 有 ОАЄ GL(k,R))。 
故 若 UC FF(k,m) 为 开 集 , 则 [U]= 。 ,Ya(U) 为 开 集 , 即 ~ 为 
开 的 。 由 F(k,m) 有 可 数 基 , 从 引 理 1 知 G1,, 有 可 数 基 。 

20. G, „і Hausdorff 的 。 定 义 实 函 数 f: Е(Е, т) х F(k,m) 
= 
Р де» sm і 2 


хі хдк! 
= S 
Junyay D la КЕ 
T=1 lsi< <i. <n Xk жый bss ЖЖ 
i L 
yp ... ... у 


ЕЮ X~ ҮН у(х, У) = 0,870 S=|(X,Y)| Y- XI =! 
(0) Е(Е, п) х Е(Е, п) И f £, НУ 2, G, ,是 Hausdorff 
的 。 
30. 给 出 С, ,上 的 微分 结构 。 令 J = Gotoj (1,7, п) 
的 一 个 有 序 子 集 , 为 本 的 其 余 有 序 子 集 ,例如 J= (1,5,6), J 
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=(E+1,…,n)。 用 2 表示 大 xz 矩阵 X BJ kx k f3EBE(<xÀ),1 
<i,1<k,XX RRX REJ o sj 列 后 得 到 的 kx (n - k) f Ж 
阵 。 记 Uj=|XEF(k,m)| det(X)) 关 0| ,Uj=x(UVj), 则 Uj 为 
G, ,的 开 集 ,每 个 XE U, EMF kx m 矩阵 X = X; X, X" 的 子 
Ж] X; 是 单位 矩阵 。 定 义 映射 фу: UV 一 Akon a HH F: 

XY +1 РТА хү 


e@/([X])= Xr; = 


хей e дра 
注意 到 对 任意 kx k EEB, A (BX); = BXj, 所 以 当 Y= АХ (А 
H|), У = АХ, H. det (Xj) 40e det( Yj) 40s HH, Y* = ҮҮ 
=X; '!AT'AX = Xy 'X =X*, TÆ Yr = Xr ,可见 oj 是 完全 确定 
He 62 r Y) = X; M XX= X" = Y" = Yy'Y, JE Y = 
(YJX7!)X, 即 LY] = [X], wj ЖЖЖ], ААО. фу (XI ) = 
LX] 也 是 连续 的 。 事实 上 , фу ERRA Р: lkn- Uken X 
一 XX* 与 x 的 复合 , 即 gj!=x*P。 

由 于 坐标 转移 函数 是 有 理 分 式 函 数 , 所 以 是 C” 的 ,这 样 Cr， 
H k(n- k) C” 流 形 , 称 G, ,为 Grassmann 流 形 。 


习 题 


1. 仿照 S2 证明 5" 是 n 维 C” 流 形 。 

2. 用 下 面 方法 证 明 S1x 3 是 C” 流 形 : 

(19) 利 用 例 1 和 例 9。 

(VHE 多 ', 使 儿 ' 中 仅 有 三 个 元 素 , 其 中 每 一 个 在 R 中 的 
同 胚 象 为 正方 形 , 以 此 证 明 S! xS 是 C” 流 形 。 

(39)9 能 构造 多 ', 使 多 ' 中 仅 有 两 个 元 素 吗 ? шй ОЛЖ 
都 是 单 连通 的 呢 ? 
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3. 证 明 闭 区 间 不 是 1 维 流 形 。 

4. 证 明 一 个 流 形 M AET 空间 (利用 T, 空间 或 局 部 欧 ) 和 
А, 空间 。 

5. 定义 2 中 煞 的 坐标 邻 域 的 全 体 是 否 就 是 г? 举例 说 明 。 
但 是 否 是 一 个 拓扑 基 ? 


82 切 向 量 、 余 切 空 间 和 切 映 射 


在 R" 中 ,y(t)=(x'(1),…,x"(1)) 是 一 条 曲线 ,矢量 


1 п 
| les ы.) 63.0) 
为 曲线 在 yY(to) 的 切 矢量 ,定义 算 子 D,: CP (R')—> К, p= y 
(tio) ,使 得 


D(f) = ә) А „© | Flt), (0) 
f| d| | 2E] a 
! р dt Lfe дх" pd те 
= < Vf(p),v>, (3.2) 


其 中 VAp) = [22] ,不 难 验证 是 线性 的 且 满足 Leib- 


niz 法 则 (习题 ), 由 于 D, 与 之 间 是 一 对 应 的 ,不 妨 将 D. 5v 
等 同 起 来 看 待 , 将 过 点 p HIRE v 视 作 方向 微分 算 子 D,, 即 
v(f)= < vf(p);v> = dl ZUD 


那么 v 是 线性 的 且 满 足 Leibniz 法 则 ,这样 定义 的 v 不 涉及 Rr 的 
线性 结构 ,((3.1) 定 义 的 v 涉 及 R" 的 线性 结构 ) ,因此 能 推广 到 微 
分 流 形 上 来 。 
定义 1 设 必 是 一 个 m 维 C' 流 形 ,xE€ M, WRI v: С 
R 满足 
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P Vf,g€EC?, 有 vf+g)=v(f)+v(g), 
2 VfEC”,AER, 有 vAN) =Л%(/), 
3 ҮР, ЄС, A (је) = (х) 0(2) + a(x)v(f), 
则 称 v 为 M 在 x 的 一 个 切 撩 量 。 
例 1 i y:(-=e,e)—> M A: C 7 微分 流 形 M 上 经 过 x。 的 一 条 
光滑 曲线 ,y(0) = х, y 确定 了 一 个 映射 »: С. = R: 
40 z) w | 


由 于 f°。Y:(-e,e)>R EFE t= to кйш, dC YU) 


= 


有 定义 且 对 Yf,g€ Cu V ACR 
v(f+g)= „шы шш. 


d(/(y(t))) 
dt 


400000) 
di 


1= 10 t= 10 


=v(f) + (e). 
同 理 可 验证 
v(Af) = Mo 人 (万 
0036) = f(x)u(g)+ g(x) (f), 
因此 "是 一 个 M Ey 的 切 矢 量 。 
定理 1 w M m ЕНЕ, ЄМ, H T, M 表示 M fE x 
的 切 矢 量 构成 的 集合 , 则 Т, М 是 m 维 向 量 空间 , 称 T, M KME 
x, 的 切 空 间 。 
证 明 定义 T, M 中 的 加 法 与 数 乘法 如 下 : уи, € Т, М, 
Vf€ Co ACR 
(u+v)(f)=u(f) +ь(/) 
(Аи) (Р) = Аш (у) 
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显然 u + v ,A 适合 定义 3.1 的 条 件 (1),(2),(3), 因 此 u +v, Аи 
€ T, M。 容 易 验 证 向 量 空间 的 各 个 条 件 是 满足 的 ,于 是 Т, M 是 
一 个 向 量 空间 。 

为 证 明 атт, M = т, Т, M 中 的 m 个 线性 无 关 的 切 向 
量 构成 T, M 的 基 。 为 此 设 M 在 xo 处 的 坐标 卡 (U, gq) ,相应 的 局 
部 坐标 系 {x'}, 即 

х'(р)=(ф(р))',үрЄ ш, 
固定 指标 j, 令 yj:( -ee,e) 习 RR, 使 ， 
xi(y(t)) = а + OK, 


即 
(ф(уу()))* = аў + 68. 
定义 映射 2;| :C> 一 R ШЕ: 
ху, 0 

t СЕ 27018 
由 例 Ж хо 处 的 一 个 切 矢 量 , 且 
2. _ d(feo !(e@(y;(t))) 
ду а р di | t= to 


= d(f°o (wo 25 кт, хт) 


di 1= 1 
а 
= (3.3) 
ох ф(х) 
以 下 证 明 由 (3.3) 式 定义 的 m PIRE, G| е, 505 构成 


T. M 的 基 。 
НЄ СД (хо) Є К" 处 的 光滑 函数 , 取 g(x0) 
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充分 小 的 邻 域 使 fe。 pg -' 在 该 邻 域内 连续 , 且 对 该 邻 域 内 任意 点 
(х1, т) (х, т) +1(х! — ху, a — x) 落 到 该 邻 域 
内 (0<1<1), 那 么 

Ўр ial, af) - feo (xd, хт) 
= [роз (х1 х0), тв (xm хт)) а 


= -区 | Ee 


FX: (x+ tlx! 0), mm +1(х”—хй))@ 


Я тағ -1 
Фб, ат) = | E2 ET ааба ар) e, a + Oa" = 
x0))dt 
dfe -1 
һо) E A FAG: 
Сд ф(х 


0 
fee (х1, m) = ф(х, хт) + ба а ху) (хз, 
д"), (3.4) 
9° фт! 

其 中 h, Сех) Е. h, (x), хт) = i 


дх! 
以 在 xo 充分 小 邻 域 内 


f(x)=fes@ (p(x))= fp (xl, n), 
所 以 (3.4) 可 写成 


。 由 于 FE C2 ,所 


9(xo) 


Го) = о) + О bgla) — (3.5) 
а“ 8: Є т gi(xo) = h;(@(xo)) = А, (20, =, x0) = 


Ə x: 
ые желт 0(1) = 0011) = 0(1) + 0(1) 
=2v(1), 所 以 (1) = 0, Мт (А) = (А +1) = А (1) =0. 于 是 将 ， 
作用 在 (3.5) 两 端 就 有 


= 
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m 


oD = (даб) = Зо) 0) 


i 


即 „= Soli) 


9 
可 见 任何 切 矢量 可 表 成 和 35 
达 式 


logran. MRENE AR 


х0 


由 


Ə 

推出 w = 0 піт) жиз r [25 пет у т„м 
的 基 。 

定理 2 i M 为 光滑 流 形 ,(U,g) 和 (V,y) 为 хо M 处 两 个 
不 同 坐 标 卡 ,相应 坐标 系 为 {x'} 和 {yi} ,坐标 转换 为 

аі (ро Ф) (ут, yz) 

д 

al] aenea 

д 

ayls ау 
证 明 由 定理 1 知 


2 _ 9 
9y ls 97У 


9 
ИГЕ, 


д 
gla) I 


_д(фь e!) 


х0 


„ы, 
alpy a 
= Jy 9 la 

定义 2 切 空间 Т, MIAZ [В| Т, М PK М 在 xo 的 余 切 空 

间 , T; M 的 向 量 称 为 余 切 向 量 。 
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(3.7) 


ф(х 


对 每 个 fE Cw ,定义 映射 df: T, M— R fd: 
(0) =v f), YET, М (3.8) 
则 df 是 线性 映射 ,所 以 df€ Т; M ,特别 对 xo € M 的 局 部 坐标 系 
(О, хі), КРА x: 对 应 的 映射 dxi C T.M, 
并 且 


д 
Jx 


dx: ( 


у G) =) 


х0 


д 
可 见 { qx} 为 Ts М ЛЕ ИНЕ, ү аЄ TM, 


д Р 
S | л (3.9) 
x A 


特别 对 fE c: ,有 


j= G|. )4ё = 
称 余 切 矢量 df 为 函数 /在 xo 的 微分 。 
定义 3 设 f:M>N 是 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 ,xo€E M, 映 
S: CR a CE ERT V z€ CA, 
f(g)=g°f (3.11) 
称 f' 为 拉 回 映射 。 
定义 4 设 f:M 一 NN 是 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 ,x0E€ М, 
对 每 个 v€ Т, M ,规定 一 个 映射 f. v: CA у> ЕКЕ, Y gE 
CRo) 


(Р) dx: (3.10) 


f. (0) (в) = (f g) (3.12) 
容易 验证 映射 f. › 是 线性 的 且 满 足 Leibniz 法 则 ,因此 f, vE 
Tha N, f. : T. M— Tea) N f. :— f, C Thap N 称 为 切 映 射 。 
定理 3 切 映射 So: T, M> Ta N 是 线性 映射 。 
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证 明 Уи,0ЄТ, М,у&Є Сї, 
f:(u+t+v)(g) 
=(u+v)(f*g) 
=(u+v)(gf) 
=ulgf)+vlgf) 
=u(f"g)+(f` g) 
=f.u(g)+f. (g) 
=(f.u+f.wu)(g) 
所 以 有 У, (и+о) = Р. и+ о, ТЕ, ЧүулЄА, A 
Р. (Аш) = АР, (и) 
定义 5 设 f: МНН ЭН ВЯ, V xo € М, 
f. : T, М» Tep AURA, 映射 S Tiap N> T: M 使 VaE 
Ту) N 
(f'a)(u)=a(f.v), Y € T, M (3.13) 
称 f` 为 余 切 映 射 。 
显然 , 广 是 线性 的 。 
设 映射 f: М N E xo 的 邻 域内 的 局 部 表示 为 


y = flal, Zm), 1<а<п 
д д 
ЕИ | 和 | 5 


基 分 别 为 {dx'} 和 {dy*}, 那 么 有 下 面 的 结论 : 
定理 4 р.у т 


маре) a 
у.с he + E- 


f(x.) 


5 (3.14) 
e x: Kg) 


ў" uge | dx: (3.15) 


Tia x! 
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д 
证 明 由 (3.12), 对 任意 函数 z€ Chy f. A (g)= 


3 * ə а © 9 а 
д? 7 (f g) = Ja р (а) ,特别 对 y Є Сй, В f. G К ) 
% Yo š 
д P ар“ Ка 
“эш |. а | о x 
х 
д д 
fezi = Н а 
Әх А ду ху 
两 端 对 ° 作用 得 到 
Т 
дх И 


0 


这 就 证 明了 (3.14)。 由 (3.13) 及 (3.14) ,有 
f" (ay) = f (ays 


а 


д Я 
=d (fo Dw 


др? 2 
x x Y IR) 
ər ? , 
= n dy ° Ea В | ) dx: 
gx xi y f(x) 
of" { 
= Jx dx 
Xo 


推论 Q M AN DAA m 维和 n 维 C' 流 形 ,C* 映 射 (k<7) 
f:M>N 是 浸入 当 且 仅 当 
dim( f. 7,М) = т(<п), үрЄМ. 


习 题 


1. E (3.2) х Ху р,: CF (К) R 是 线性 的 且 满 足 
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Leibniz 法 则 。 
2.f:M>N 为 光滑 映射 ,f* They NTEM 为 余 切 映射 。 
(1) 证 明 : 对 VgE CR A 
ах! 


ў (а) =al, I 


Жр ya = flat, zm) мса ав, 
(2) 证 明 :对 VgE CZ. A 
Р (46) = 402%) = а g) 
3. 设 M,N 是 光滑 流 形 且 M 是 连通 的 ,f: M— N 是 光滑 映 
射 ,证 明 : 若 在 每 一 点 pC M 有 .=0, 则 是 常 值 映射 。 
4. 映射 f: R2— К? 定义 为 
у= хез + х2, у= хе – X2 
证 明 f 是 光滑 同 胚 ,并 且 求 切 映 射 f* 和 余 切 映射 /* 在 自然 基底 
ТЕЖЕ. | 
5. 8 f:X>Y, g: Y> Z 分别 是 光滑 流 形 间 的 光滑 映射 , 则 复 
合 映射 gf: Х Z 的 切 映 射 f. Ж Д: (gf), = gf: TAX 
—T,Z,pC X. 


of" 
„д^ 


$3 于 流 形 


先 回顾 分 析 学 中 的 反 函 数 定理 。 设 D 是 R" 中 的 开 区 域 ,f: 
D 一 R" 是 光滑 映射 。 若 映射 f= (Р, Р): рК, р(х, к") 
= (баай ) Саан о )) 
即 
y' pi 人 
ы" Cane) 
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在 点 尸 的 秩 = rank (E = п, РА U c D RS 
(p) 的 邻 域 Vc А", о: U>V 是 光滑 同 胚 。 

定义 1 È M,N DIJE m,n 维 光滑 流 形 ,f: М N 是 光滑 
映射 ,xo€ М, fo : T. M> Tia N 是 切 映射 ,dim(f。 Т, MM) 称 为 / 
TEM xo 的 秩 , 记 为 ranks (f), Ë] rank, (f) = dim(f: Ty M) 

E xo 的 坐标 系 为 (U,x') ,f(xo) 的 坐标 系 为 (V,y), 则 由 


а 2 
P ду „ ду ду! 
х дх! 3x! f(x.) 
f = ... = 
Р ду. ду 
) п Әх" 9х = 
дх 
A [а 


)。 


х0 


Ж, rank, (f) = rank, 927 


# m= п, папі, (f) = m , 则 称 广 ， 非 退 е frz ,在 点 хо JE 
退化 , 则 存在 хо НОЯ, У, 。 非 退化 。 
定理 1 设 MN 是 光滑 流 形 , dimM = dimN。 若 光滑 映射 f: 
MN 满 秩 , 则 存在 хо HBR U, Efl u: U— V = f/f(U) 是 可 微 
ЕЖ. 
证 明 由 于 f:M>N 光滑 和 光滑 映射 的 定义 ,存在 点 xo 的 
坐标 卡 (V,p) 及 f(xo) 的 坐标 卡 (V,y), 使 /((U)cV 且 
= фе: p(U)>y(V) 
Ж, rank, (f) = rank, (f) = п, H Ba KRUGE, ITE g(xo) 的 邻 域 
о сф(0), /:Ш—У' =f(U') 是 微分 同 胚 。 令 
ШИ=ф-!(Ш),У=ф-!(Ү) 
W О.И хо Охо) Ф Н f= фф: UV 一 是 微分 同 
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Ж. 
定理 2 У M Em 维 光滑 流 形 ,NN 是 n 维 光滑 流 形 ,m < no 
f:M—N Ж. Ф fe: TM> Trp N 非 退 化 , 则 存在 P 的 局 部 坐 
标 系 (U,x') 及 点 q =f(p) 的 局 部 坐标 系 (V,y), 使 f(U)cV, 且 
fle BARKA: 
у= y(x, e,t) =x lism; 
ysf=y(x!,--,z")=0,m+1=v=n, 
即 f ARRERA Sa, т) 三 (200)。 
证 明 取 p 的 局 部 坐标 系 (U,x'),f(p)=g 的 局 部 坐标 系 
(И, у), СО) СУ, А] fly WARRE у = у(х," х"), 
ї<а<п 
É х'(р)=0, y(f(p))=0,f; 在 点 p 非 退化 , 则 不 妨 设 
д ЖОЛИ т 
记 方 体 homite) | 1<д,т+1<у<п}, X 
滑 映 射 
f:U x L. n>V 
使 fi xls a t,x) = fi Cal, a) 
六 (Cr 二) 


则 


lfid) Íy 
= сыы r EE) =1=0, 
Ә( хү"), м т. е 


缩小 区 域 , f: U x pon > V 是 光滑 同 胚 , flu = Fluxio М 
(xl... x ) 可 取 为 VY 上 的 局 部 坐标 系 , 了 的 局 部 表达 
НА АЈ Н. Ў) = (х, Ат) А (ат) = Aa, 
э,х”",0,-,0)=(х!,,х”®,0,°,0)ь 
#0 f. EA p 非 退 化 , 则 了 在 p 的 邻 域内 是 单 射 (共同 状况 
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原理 )。 

定义 2 i% M.N Z| E 2618 ML , dimM = т, dimN = n,m<n, 
YpEM, Ӯ. : ТМТ) N 非 退 化 , 则 称 f 是 M 到 NN ВАЛ, (Y, M) 
称 为 N 的 m 维 浸 入 子 流 形 。 

例 1 RHR У: (а, Б) К, у (0) = (x (1),y (1),z(1)), 如 
R у'(1):0,:Є(а, 6), y 是 浸入 。 

考虑 曲面 у: с 2 К, (и, о) = (х(и, о), у(и, о), z(u,v)), 
=2 对 每 点 pE URZ, I f EBRA, HF 


如 果 rank( ~) 


Yv 2, _(д(у„:) alzx) Ə(x,y) 
A es = ыг) 


即 rankf =2 EMF fx у, 20 对 每 点 (u,v)EVU 成 立 , 几 何 意义 是 曲 
IB] f 的 每 点 都 有 一 个 切 平面 。 
例 2 映射 FR->R* 定义 为 


F(1)= (2cos(t - 7), sin2( - 工 )) 


2 
(891). š 
图 1 
Р, = $Ë = ( — 28 (1 - Z), 20s (1 - Z) 关 0( 因 为 


+ SF 12 iG -各 )+ aG -#)=1)„ ВТ F EE A TUE, 


例 3 G(¿)= (2cos (2arctgt - 2), (sin2(2arctgt = > (BI 2), 易 


NL G 是 浸入 ,但 G 不 是 嵌入 。 事 实 上 ,C-! 不 连续 ,这 是 由 于 (6 
(U)= C(D) 不 是 К? 中 的 开 集 与 曲线 Г 的 交 的 缘故 。 
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图 2 


定义 3 у: М 是 光滑 浸入 ,如 果 

(1)/ 是 单一 的 ; 

(2)f:M>f(M)( 取 NN 的 子 空 间 的 拓扑 ) 是 同 胚 , 则 称 (f,M) 是 N 
HIRA THUE- 

定理 3 设 o:M>N 是 单一 的 光滑 浸入 , 且 М 紧 致 , 则 (p,MW) 是 
МЕН Л ЈЕ о 

证 明 已 知 拓扑 学 定理 “ 紧 致 拓扑 空间 到 T, 空间 的 一 一 在 上 的 
连续 映射 必 是 同 胚 。 由 p 光滑 单一 ,gp:M 一 pg(M) 是 一 一 在 上 的 连 
续 映 射 ,M 紧 致 , 且 e(M)A Т, 空间 (7 空间 的 子 空间 仍 是 T, 空 
间 ), 所 以 ф: М-=Ф(М) ÆRE, (o, М) A 

定理 4 og:M>N 是 单一 的 浸入 , 则 р ik A ЛЕ А p C М, 
存在 点 4= gp(p) 在 NN 中 的 局 部 坐标 系 (V,y ) ,使 得 y (q)=0, H. 

op(MMNV=IsEVIy(s)=0,m+lsvs<nl (4.1) 

证 明 — 假定 е 是 嵌入 ,当然 也 是 浸入 ,由 定理 2, 存 在 点 尸 的 
局 部 坐标 系 (U,x') 和 gqg = gp(P) 的 局 部 坐标 系 (V,y), 使 pP(U)CT， 
且 

Ф(0) = 1sE YIlY(s)=0,m+1<v 过 了 | 
因为 o 是 嵌入 ,所 以 p:WM 一 2(M) 是 同 胚 ,从 而 p(U) 是 pg(M) 关 于 子 
空间 拓扑 的 开 集 , 从 而 存在 q 的 邻 域 下 ,使 
Ф(0) = ФМ) 
不 妨 设 Wc V, Р 
e@(M) = Ф(0) = IsE |у (5) =0, т+1<у<пі| 
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<= 假定 (4.1) 成 立 , 应 证 o~: Ф(М)(с №)» М 的 连续 。 

对 任意 的 PEM 及 p 的 邻 域 0, 由 假设 知 存在 q = p(p) 的 局 部 
А (И, ут), 

Ф(М)ПУ= (56|) (5) =0,т+1<у<пі (+) 
取 
V=l|sC€V|l|y(s)l<ëlc v, 

其 中 ó 为 充分 小 的 正 数 。 由 于 p 连续 ,存在 р 的 局 部 坐标 系 (U ,xi)， 
UcU, 使 po(U)cCV B xi(p)=0, 于 是 p15 可 用 局 部 坐标 表 为 


у= g(x, x") 1<ї<т 
Гар m+l<v=<n 
因为 o 是 浸入 , 故 Jacobi 行列 式 
Ilol sss дт 
ст 
由 反 函 数 定理 ,存在 61 < 9 ,使 g!1,…,y" 有 反 函 数 
x = gly, y) | y| <ó, (4.2) 


令 V= БЄУ | |y (s)| <ô! 
则 gE VCV. 由 (x ) 式 
Ф(М)П\У, =V NİsE V|y(s)=0,m+1<v=<nl 
=|s€ | y(s)=0,m+1<v=nl 
应 证 e (Ф(М) Пи) сос О, xC M Н e(x)C€ Ф(М) Пи, 
lyi(e(z))| <ó,,y(e(x))=0 
由 (4.2), 存 在 xEU ,使 
xi = (у (px), yp(x))) 
从 而 (ж, 0") = уі(ф(х)) 
XLA e(U)cV,# у (Фф(х)) =0 
故 ф(х) = g(x), 由 9 单一 , 知 x=xEU, 证 毕 。 
以 下 介绍 欧 氏 空间 中 浸 人 子 流 形 的 例子 。 
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例 4 /1,…,f" 为 定义 在 Rm" 中 区 域 D 上 的 m( < n) 元 函数 组 ， 
如 果 


af а 9f" 
дх! дх! 
2E a гу 
Әх" Ə x" 


处 处 满 秩 , 则 /= (f! f") DR ELTRA 
证 明 jx / WJ] nak N 


y! =f! (xl, x") 
y' = f" (xl, mm) 


nb = па) -由 ,由 定义 2, 太 为 浸入。 


例 5 设 д"), е, FE (zl, at) HETE R " BJ PCR 
WWCR"” 上 的 光滑 函数 ,hk < n, H. 


ағ. дЕ* 
дх! Əx! 
дЕ. дЕК 
Jy" Əx" pEW 


满 秩 , 则 方程 组 
人 =0 


F} (x!) = 0 
确定 了 一 个 -大 维 局 部 浸 人 子 流 形 。 
š СЁ 2) Ре 
证 明 不 妨 设 一 ”一 p 720. HKE, FEA P 
ala =з) | рє 
的 邻 域 TYC 歼 上 一 组 函数 
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x a (x 大 +1 r ) 


xt = f! ына, ex") 
于 是 
x . (F+). et") 


x" '= f (est. et") 


xttl = gtt! 


x = 
H. CE h-r) WE (ТК, + сулп), KESI 
ОХ 


确定 了 一 个 n- k 维 浸入 子 流 形 。 
б S G= (xl, А) F (А1, n)=0,i= 1, k}, 


[е | 
aX еб 


E R” + ЛЕЙ (У,у °)Җ% Uce, E G U = \|5ЄЎ|у (5) =0, 


п-Ё<у<п|< 


zm (2 


满 秩 , 则 G 为 R" 中 闭 集 , 且 对 每 点 p€ 6G, 存在 p 


Ехп 


) жета 


(F! FË ) 
(хт) Кы 


Ф 
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六 = ik 


k+l Е! (хт) 


(*) 


у" = Е * (xl, a TE TEH e, g") 


) 
дЕ! ... дЕ* 
| 9( De, л) дҳп- k+l Ox -k+l 
5 
ж: p |0 
д! дЕ* 
дх" ax” 


p 

-| ,<0, 于 是 存在 的 领域 (7,) 及 UC G. 
GNU=|sEV|y(s)=0 п- Е+1<у<пі|, 

显然 , 例 6 推广 到 一 般 即 为 定理 2。 

定理 5 M NDIE m 维和 nn 维 光滑 流 形 ,f:MN 是 光滑 
映射 ,rank(f) 处 处 为 定数 7, 则 对 每 一 g=f/(m), 原 象 /-!'(g) 是 MM 的 
m – r ИАН А РЈ o 

证 明 记 4= 广 : (gq) 关 8,f 连续 ,4 为 闭 集 。 由 定理 2, 对 任意 
WJ pCA, 存在 p 的 局 部 坐标 系 (U,x ) 及 q =f(p) 的 坐标 系 (V,y)， 
Е РО) СУ, (р) =0,у (4) =0, Н. 


ўер а І<а<г 


уё°ѓ=0 r+lsusn 
这 意味 着 U 中 只 有 前 r 个 坐标 为 零 的 点 在 了 下 映射 为 9, 即 
АПС = |(x!, n)C€C U|x! = =x =0! 
由 定理 4,4 是 M 的 m - r НЛ f WUE о 
例 7 ЖШ 4 = |(x!,x2,x2)| =; + uy + =? -1=0| 是 
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R° 中 嵌入 子 流 形 。 
证 明 (21,42,43) = = а . GY -1,f: R- R EH 


” 滑 映射 , 且 en T 于 是 由 定理 5,4 = 


矿 -!(0) 是 尺 3 的 3-1=2 维 嵌入 子 流 形 。 

例 8 U 是 光滑 流 形 M 的 开 集 ,将 M 的 光滑 结构 限制 在 U E, 
S e= id: U>M, (p, О) 0 M 的 开 子 流 形 。 $ GL(n)= 1А 
(ау), „14е А 50|, GL(n AME R° KRETE, En 维 开 子 流 形 。 
证 明 SL(n)= AC GL(n)ldet A = 1128 G6L(n) 的 n? – 1 Л Е 
形 。 

证 明 < f:GL(n)—>R,ËE ДА) = det A—- 1, V AC GL(n),WJ SL 
(n) = [AE GLIACA) =0} =f "(0)。 因 为 14)= Маи? -1 其 中 
各 为 wj 的 代数 余子 式 (对 某 个 让 ,映射 /的 Jacobi 矩阵 为 


af. ОЁ aw ЧЁ ы. вы of of ду 
үа ыл ls Ja, да Iam ш 
其 中 2н натална. 所 以 
Df = (A! АР эй А!" Sao p А"! "т А") 


ZVA (i, kE А® 40, rank DF=1, 所 以 51. (п) С. (п) n? -1 # 

闭 子 流 形 。 

例 8 证 明 0(n)=|1AEGL(n)1447=E| 为 GL(n yanta D 
维 闭 子 流 形 。 

证 明 定义 映射 f:GL(n)>GL(n), 使 f(4)=4'4, AC GL(n), f 
为 光滑 映射 , 且 广 (E)= 0(n), 以 下 计算 fa: TAGL(n) => Tea GL(n) 
的 秩 。 
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(1) Р.а = Р ЕНК #32 Е, S 
Ів: С. (п) С (п), Ів(А) = ВА, УАЄ 61 (п). 
Rg: С. (п) = СІ (п), Rp(A)= AB,V AC СІ (п). 
(в) = Lg, (Кв) = Rg, Ів. Rg 可 微 同 胚 。 
注意 到 (4B8)7(4B) = ВТ(АТА) В, f° Rs = Іар ° f, Н. 
f. вСКв) «к= (157) „ P ° (Ra), zo fE 
ЊН (Ав). к. (Lat) хв. (Ra), к => /.в=/»к< 
(2) fam D, EREE) = EE,E 为 /的 不 动 点 。 


f. к: TeGL(n)—> TeGL( п), H 


GA) 


Га) а г. (Au = (АТА) = Хандан, 


(f(A));,, да k даы! да да; 
уу От у, От. La; ЖЧ 
да) = 20 дане Ара да; ДА 
= ба + айд, КЖ 
д д д 
fx ас j= (0, a ilt аңдуу) Ë дак! = Gi! да ед4; 
д д д д 

= Н = + 

ак Faa да = 8.92. + да}; да; да;; 


Pa еб 
ker f в нуы 
9 Aji 
2 - 一 В 
dim (her f в) 57 = nn йезе, 


dim(f „ (ТЕС (п))) = dim( TçGL( n)) – dim( ker ў. р) = п? — 


п(п- 1) п(п+1) 
2 Е 2 
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п(п +1) 
2 


rank f «4 = rank fsg = , КА) = E fg f —+ r- 


n(n+ 1) _ n(n- D 维 CL(n) 的 闭 子 流 形 。 


习 Ж 


L. (М, р) СЖ (Г =1,2,3), Fi: М, М, F>: М+М; 
都 是 C“ 映 射 (r=1),p3= Falp), ро = F (pi) 

(10) 证 明 : Fae Fi: M > М, 也 是 C“ 映 射 。 

(20) PH ; rank( Е›° F,)pi< min | ( rankF,) p ,(rankFz)p2} o 

(30) 举 出 例子 ,使 rankF 520, папкЕ 50, (Е. rank( F° F.) = 0 

(4) 证 明 : 两 个 浸入 的 复合 还 是 浸入 ;两 个 嵌入 的 复合 还 是 讽 
入 ,两 个 微分 同 胚 的 复合 还 是 微分 同 胚 。 

2*. 设 在 拓扑 流 形 M 上 ,由 D' 和 D', 分 别 确定 了 两 个 C' 的 
微分 构造 D, 和 D,, 证 明 : DI = D, e 恒 等 映 射 1: М-М 是 从 
(M,D1) 到 (M,D;) 的 C ' 微分 同 胚 。 | 

З.Ж M= кыналы C 微分 构造 ,并 使 所 得 的 微 
分 流 形 是 微分 同 胚 。 

注 : 同 一 拓扑 流 形 是 否 有 不 同 的 微分 构造 的 正确 提 法 是 ,同一 
拓扑 流 形 是 否 有 不 同 的 微分 构造 ,得 到 的 流 形 不 是 微分 同 胚 的 。 

4. 设 


证 明 : Е: 1+ К, Е(х) = (х, (х) CRA, ЕЛЕ CH! 映射 。 
L. „р? к — sinĝcosð 
5. 设 F:S!:—>R?,F(0)=(x(0), raD = sin20 1 + sin20 
则 F(S1) 为 双 纽 线 :(x?+y)?=x — y ти вА 
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6.C'( 上 宇 1) 淄 入 是 否 是 整体 的 一 一 映射 ? 整体 一 一 浸入 是 否 
ÆRA? 举例 说 明 。 

7. 证 明 柱 面 х2 +y 2 a2( a > 0) 2 i +55 1(а,Ь, 
c>0) 都 是 R 中 的 C” 正 则 子 流 形 。 

8. 证 明 GL(n,R) 可 视 作 R" 中 的 开 子 流 形 。 

9. Ж УЕ п С" APCS), МСУ, ВЕН p€ M ,# # 
p 的 坐标 邻 域 U 及 局 部 坐标 系 |x | 使 得 

МОШ=\4ЄШ|ф(д)=0, 1l<i<n-ml 


其 中 pir, ра СЕЙ, B rank[ a) =п-т, M £ W 
U 
Шт Ж Cr 正则 子 流 形 。 
10. 证 明 


ЕЯ 
їп с ‚50 


2г+1 
(ee |" i z R H C'E 
0 


则 子 流 形 , 但 非 C"*! 正 则 子 流 形 。 

11. ЗЕ М=}(х,/(х))!/(х)=1х1} FERA R i С" (r> 
1) 子 流 形 。 

12. (1) Ж += (А, А) xl..." Җ r 阶 连 续 偏 导数 。 
证 明 超 曲面 


|x = Ü 


a*l (ж! an) 
是 R"*! 的 n 维 C' 正 则 子 流 形 ,具体 给 出 此 超 曲 面 的 形 如 定 
理 2 中 所 述 的 特殊 坐标 系 。 
(2) 证 明 通 常 的 环 面 
(х, у, 2) = ((b + асо») cosp, (b + acos ) sing, asing ) 
(O<a <b)# R r 2 Ж CENTRÉ. 
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&4 单位 分 解 定理 


4.1 局 部 紧 致 的 拓扑 空间 


定义 1 拓扑 空间 M 称 为 局 部 紧 致 的 ,如 果 任 意 рЄ WM, 存在 
p 的 闭 包 紧 致 的 邻 域 U(p)。 

在 讨论 局 部 紧 空 间 的 性 质 之 前 , 先 证 明 紧 致 Hausdorff 空间 的 
两 个 性 质 。 

定理 1 设 MM 是 紧 致 的 Hausdorff 空间 , 则 WM 是 正则 的 。 

证 明 {ЕЖрЄ М 及 任意 不 含 p 的 闭 集 4cCM, 任 取 aCA, 
因为 М 是 Hausdorff 的 ,所 以 存在 a 的 邻 域 Z(a), 使 pe 2Z(a), 因 
为 {Z(a)laE A4}U{M\ 4} 是 的 一 个 开 覆 盖 , М 紧 致 ,所 以 上 
述 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 { 2Z; | 1<i<m}U{M\ 4}, 从 而 

w= ÜZ, 

是 包含 4 的 一 个 开 集 , 且 PE ОЛ =W, TEETE р 的 邻 域 U(p) 
使 U(p)N W= 0. 

定理 2 设 M 是 紧 致 的 有 Hausdorff 空间 , 则 对 任意 p Kp 的 邻 
Ый (р) E р 的 邻 域 V, 使 PEVCcVcU(p), 且 V 紧 致 。 

ШЕН ”对 任意 p Жр 的 邻 域 U(p), 由 假设 及 定理 1 知 M 是 
正则 的 ,再 由 第 二 章 §5 定理 7 便 知 存在 p 的 邻 域 V, 使 

pEVcVcU(p) 

由 M 紧 致 ,从 而 闭 子 集 了 紧 致 (第 二 章 $7 定理 1)。 

定理 2 的 结论 对 局 部 紧 的 情形 是 成 立 的 。 

定理 3 设 M 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 , 则 对 任意 PE M KIE 
Ë p 的 邻 域 Ulp) FE p НА УЖ p€ VC Vc U(p),V Z% 
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证 明 对 任意 PEM Жр 的 邻 域 V(p)。 由 M 局 部 紧 致 , 存 
在 p КОХ У, W ЖЖ, Ulp) NW E p ERE Hausdorff 218] W 
(作为 М 的 子 空间 ) 的 一 个 邻 域 ,由 定理 2, 存 在 p 在 WW 中 的 邻 域 
С. p€ Gc Сус U(p) П У, G= ЕПУ, ЖФ E ЖМ ЭР, 
再 令 了 = ЕП, V рМ 中 的 一 个 邻 域 且 V= ED W = 
(ЕПУ) П ҮСЕП W) w = СП W= GC U(p). H Vc W B. 

W 紧 致 ,所 以 了 紧 致 。 


定理 4 设 M 是 局 部 紧 致 且 满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 ， 
则 存在 可 数 个 紧 子 集 {K,}, 使 K. c K, ТЕПЕ M ИИЙ. 
证 明 由 M 局 部 紧 ,对 任意 pe MM, 存 在 p 的 邻 域 UV,, U, Ж 
致 ,{U,|pE MIN M 的 开 覆 盖 ,M 满足 第 二 可 数 公理 ,由 Lindelof 
定理 ,上 述 开 覆盖 有 可 数 子 覆盖 { Ui| 1<i< = lh 
Кү = UI 


由 于 K UU, 紧 致 ,所 以 存在 正 整数 mi, Ë KU Uc Ü U,, + 


K. = Ú U, 
ДКСК, Ж Ж, TEATEK KI EA K, 是 紧 
致 的 且 Ka C Kaai E F K, D 也 ,所 以 Ок, =M. 
定义 2 ЕЖУ 称 为 局 部 有 限 的 ,如 果 M 的 任意 一 个 紧 子 
RIS Xo 的 有 限 个 成 员 相 交 。 
定义 3 XI > AW T M 的 覆盖 ,如 果 任 意 UE У, P ff fE 
Є, Осу, ДК, 是 > 的 加 细 覆 盖 
定理 5 设 M 是 局 部 紧 致 旦 满足 第 二 可 数 公理 拓扑 空间 , 则 М 
的 任意 一 个 开 覆 盖 { U, a E71} 必 有 一 个 可 数 、 局 部 有 限 的 加 细 开 覆 
#{Й|1<ї<®}Н v, 紧 致 。 
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证 明 由 假设 条 件 及 定理 4, 存 在 {Kill<i<%} 和 覆盖 以 是 
每 个 K; 紧 致 , Ki C K, , 
E;= К,- К, 
由 于 ECK К. Е, ТУИ Е, 是 紧 致 的 ,再 令 
W; = К{,\ т Ki-20 
M 的 开 覆 盖 { Ula€ 1} 必 有 有 限 多 个 成 员 Un, Ui 覆盖 E; 


人 
x 


V; = U; ) W; lsjsm; 

则 {Vl1<j<mi} 为 Ei 的 开 覆 盖 。 由 M= Ü K, = Ü E, 
所 以 Do={Vyll<si<s%w,1<j<mi} 是 MM 的 可 数 开 覆盖 且 为 的 
加 细 。 

ВЕУ, 是 局 部 有 限 的 。 设 4 为 M 的 任 一 紧 子 集 , X 中 有 
有 限 个 成 员 覆 盖 4 , 设 这 有 限 个 成 员 中 指标 i 的 最 大 值 为 ;, 则 有 
VC Ki cK. (iss), t>s+3B V; DK = 0 与 4 相交 
的 至 多 是 Vj(1<i<s+2,1<j<m;), 即 0 是 局 部 有 限 的 。 

显然 „ЖЖ (ПИАЖЕ @ ЕТЖ К.ф). 


4.2 单位 分 解 定理 


引 理 1 B В(т,),В(т,),Ж& К" 中 以 原点 为 中 心 的 两 个 同 
心 球 且 < г), ДИЕВ КЄ С*( К") ,使 
Ево) =1, Ек вт) =0, 
证 明 先 考 虑 一 元 函数 z: R— К 
1 


=— IV 2 2 
( 2 у”, ri <x < г5, 
eT x-r, 


Ох) = 


5 
хт 8 rari, 


0, 
容易 验证 g(x) 是 光滑 的 ,再 令 
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С(х) = + о , 
| B(x) dx 
W G(x) 光 滑 且 
1 х= г] 
G( x) -| 
0 X =. T 


命 
Е(х\ з ,х") = С((х!)?+ + (xn)2) 

则 F 为 所 求 。 

引 理 2 设 U,V 为 光滑 流 形 M 的 二 开 子 集 ,U 紧 致 UnY = 
$B, 则 有 函数 fE С®(М) ,使 得 fl = 1,fl,=0 

证 明 Hj ОПУ= Ф, UC M \ V( 开 集 ), 对 任意 点 p 
€ U UA p HERBER Z CM \ V, 存 在 开 集 U, W, 使 

p€ U,C U, C W,C Де 

(2 ,9o) 为 坐标 卡 , 不 妨 假 设 p,(U,) 和 pp (W) Æ R" PAR 
点 为 中 心 的 同心 球 域 ,由 于 gp,( U,)c gp,(W,), 由 引 理 2, 存 在 函数 
F,€ C%(R " ) 使 


Е, 1с) =1, Fali s, w) =0. 


令 
F,(@,(x)), ®Є 2,» 
= _ 
0 xC 7,» 
则 (x) 是 光滑 的 且 
І, хЄ0,, 
a=] š 
0, xE W, 
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显然 上 述 的 开 集 族 { U,1pE UE % 2 f 8 吕 , 可 取 到 有 限 子 覆盖 
{U:1<i<r} 且 对 应 光滑 函数 族 {f: EC”(M)I1<i<r} ,其 中 
xC Us 


Í, 
KOR i 
0, хЄ W., 


f=1-(1-fi)(1- f): (1- £), 

则 任意 xE U ,存在 i,xE€ Ui, 从 而 f(x)=1, 任 意 xEV, 必 有 xE 
M \ W;, Am f(x)=0。 

定理 6 ik U 是 光滑 流 形 MM 的 一 个 开 子 集 ,fE C%*(U),J ZE 
点 pEU, VIE p 的 邻 域 Vc U 及 光滑 函数 FE CME 

flv=flys 

证 明 рЄ О, н M 局 部 欧 氏 ,因此 是 局 部 紧 致 的 ,于 是 存在 
p ОФУ, W, V 紧 致使 得 EVcVcWcWcU,VvN(M\ W) 
= $B, 由 引 理 2, 存 在 函数 gE€C”(M), 使 gly=1,gly\ 友 =0, 令 
е € U, 


f(x) = Кр 
0, xC U. 
则 /(х)® M 上 的 光滑 函数 且 满 足 fly = fly 
定理 7 (单位 分 解 定理 ) 设 M 是 满足 第 二 可 数 公理 的 n 维 光 
滑 流 形 , У = (IU la C 1} 是 M HEE- AFEK, WEVA i 
可 数 的 ,局 部 有 限 加 细 覆 盖 溯 .= {Vi10<i< о) KE ХЕ M L 
的 光滑 函数 族 {f- EC”(M)11<i< %} 使 
(I) _ 0</<1 
(H) suppfi C Vi 
(Ш) suppf; AEX 


(№) Zh=1 
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其 中 suppf; = {xEMIACz) 关 0}, 称 为 函数 f 的 支撑 集 ( 它 的 
ЖФ MA suppf; RE dd f. =0 的 最 大 开 集 )。 

ШВ 由 于 M 是 满足 第 二 可 数 公理 的 n 维 光滑 流 形 , 因 此 M 
是 局 部 紧 致 的 。 由 定理 5, 开 覆盖 汗 有 可 数 的 ,局 部 有 限 的 加 细 覆 
ЖУ = {Vll<i< wm} 且 每 个 V; ERAN. 

下 面 将 证 明 存在 开 履 盖 Yo = { W. 1< i< = Y W, c Vi, 事实 
Р. 

由 于 

MA ÜV,C ViC V.o 

又 由 于 У, 紧 致 ,从 而 闭 集 M A Ü V, 是 紧 臻 的 ,对 每 点 p€ M 

` Ок, W p WRR Z. E p € Z, С 2, C V, Н 2, 紧 致 


{2,1рєм\ Оу MA Ü V, 的 开 覆盖 , 取 其 有 限 子 覆盖 


{Zill<i<mj} 命 


W; = U р 


WA = Ü Zic Vi Вт. Vy, ЗЕ 人 ,可 归纳 地 得 出 
如 下 ; 
设 对 自然 数 r, ЕЖЕ теге, EW cV H 
{W W, V... Яш M, 则 
M\ (CUWUC Ü VD) сус 
仿照 W 的 构造 可 得 开 集 Wao E W. C Va H 
[W W. НИ M. 根据 归纳 法 原理 ,存在 M 的 一 个 开 
盖 { W,) , с Vio 
由 本 站 (WAN У) = И, WA, h5 2, 存 在 六 EC<*(MW) 使 
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filw,=1, Film v=0, 

于 是 supp; C V( 严 格 说 来 ,还 应 对 { W} 收 缩 一 次 ,由 于 推理 是 重 
复 上 述 过 程 的 ,我 们 略 去 )。 由 于 { Vi} 局 部 有 限 ,任意 pE M,p 至 
多 属于 有 限 个 态 , 从 而 只 有 有 限 个 广 (p) 关 0, 盖 六 ERA p ARI 
和 ,因而 其 值 是 确定 的 ,另外 ,每 点 рЄ M ,至 少 有 一 个 W, fE p€ 
W,fi(p)=1, 所 以 > УЛО) > 1， TETS 
Í 
SR 
WARE) ADAAN ) 

以 后 ,我 们 称 函 数 族 {fi11< i< w} 为 属于 对 的 单位 分 解 , 因 
为 suppfiCC 某 个 U. € 2 

定理 8 设 M E m 维 紧 致 光滑 流 形 , 则 存在 正 整数 n 及 光滑 
Во: М> К" ,使 得 (gg, М) К" 的 敌人 子 流 形 。 

证 明 因为 M 是 紧 致 的 光滑 流 形 , 故 存在 有 限 多 个 局 部 坐标 
系 (如 ;总 ),1<A<7, 以 及 开 集 V, W, ,使 得 每 一 个 凡是 紧 致 的 且 
V,CW,C W. C U, ЖАИА M ШЖ. 

由 引 理 ” 存 在 光滑 函数 hE C* (M) ,使 得 

fily=1, Ala w, =0, 
FÆI n = r(m +1)+ M 上 的 光滑 函数 
уу =, 

Ао PE А, 


ke š 


yi(p)= n 
РЄ Uo 

其 中 1<i<m,1<4<7, 它 们 给 出 了 从 МЯА" ЖЇН] о. 
再 证 ç — — K, it р,9Є М,Н e(p)= Ф(9), WE 
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ул(р) = y (q),yi(p)=yi(q),Vi,Ào 
KAH VNI 1<1< ri M WJ Ww КЮ p€ V, , W 
fa(p)= ya(p)= y.(q)=f.(q)= 1, 
于 是 q VEF U,( 因 为 suppfa C Ua), XA 
xi(q)= y,(q)= у.(р) = х&(р), 
p,q fE U, 内 有 相同 的 坐标 ,因此 p= qo 
再 证 p EBRA, pEV 时 ,ys(p)=xs(p), 所 以 在 V, 内 有 
ӘС, ут) _, 
д(х\ ‚хт 7 
因此 rank(o) = т, g: M— К" 是 浸入 。 
最 后 ,由 于 pg:M> yo(M) 是 一 一 到 上 的 连续 映射 , М 是 紧 致 
的 Hausdorff 空间 ,由 第 二 章 $ 7 定理 8 知 e 是 同 胚 。 
ЕЖ, op: М R" REK À. o 
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BUR Wiw 


§ 1 光滑 向 量 场 


光滑 流 形 M 上 的 一 个 切 向 量 场 (或 向 量 场 )X 是 指 


定义 1 
ТЕ M 的 每 点 p 处 指定 一 个 切 向 量 X,, 令 
TM= UTM 
那么 ,映射 X:M 一 >7TM(p 一 XE TM) 称 为 М 上 的 一 个 切 


向 量 场 。 
定义 2 HEH XRH CHI, WRX Y xoE M, TE xo 的 局 


部 坐标 系 (V,* ) ,使 当 X 有 局 部 表示 


т. Ə 
Xl; = DE 
i=l 


d x! 


时 ,分 量 8 在 xo 是 C' 的 。 
ZM) M 上 光滑 向 量 场 的 全 体 构成 的 集合 ,定义 20м) 


的 加 法 和 数 乘法 如 下 :X,YE.2(M) 
(X+Y)(p)= X(p)+ Y(p), 
(AX)(p)= АХ(р) 
DWE .%( M ) E S: K Bt 25 [8] ç 
设 /ЄС*(М),Е X. X(/): M— R 使 
X(/)(p)= У, YpEM 


局 部 上 ,有 
m . m opm-! 

Xp ED | 

i=1 Әх і=1 ОХ olp 


ҮрЄМ 
VAER 
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其 中 pEU,(U, gp) 为 坐标 卡 ,局 部 坐标 系 为 (U, x'), 由 此 看 出 
X( 有 站 EC”(M), 所 以 XK 是 C~”(M) 到 C”(M) 的 映射 。 
定理 1 设 MM 是 光滑 流 形 ,XE.Z(M), 定 义 映射 X:C”(M) 
см) ” C CC C 
使 对 VE C*(M),(X/)(p)= ХУ, 2 X WE 
O) У.С COM) X(+ р) ОР), 
(2) Vf€ C*(M),AC R, XOA = AX(/), 
(3) vVf.zg€ C°*(M).X(/e)= /XX(g)+ gX( f)- 
RZ, EEI а: С" (1MN) 一 C*(M) 满 足 (1),(2),(3), 则 必 为 M 
atga aoo 
证 明 i XC.2(M),H Af JE X HB X V f, ЄС” (М), 
\рЄМ 
Х(/ + g)(p) =X,(f + g) = X,f + Xg 
=(Xf)(p) + (Xg)(p) = (Xf + Xe)(p), 
从 而 X(f+ g)= Xf+ Xg, 同 理 可 证 (2),(3) 成 立 。 
反之 , 设 a:C”(M) 习 C”(M) 为 满足 (1),(2) 和 (3) 的 映射 ， 
对 VpEM,VJE CF ,存在 p RRR U, f EULA. WB 
章 §4 定 理 6, 存 在 p 的 邻 域 Uc UV 及 fE С* (М), flu = f. Е 
义 
af = a(f)(p) 
我 们 要 证 明 上 述 定义 与 了 的 选取 无 关 , 而 且 a, ЖМ Ep 的 一 个 切 
х= 
事实 上 ,车 gE€C”(M) 且 存在 含 p ЮТУ, Е gl v = f ЯА 
Е W=UDV E,# fly = 15 MF pEW,M 局 部 紧 致 ,存在 
p 的 邻 域 G, 使 wwE Gc GC W RH G 紧 致 。 由 第 三 章 §$4 引 理 2, 存 
在 光滑 函数 hE C” (MM) ,使 
hl e =1, hly\ w=0, 
116 


于 是 有 (f-g)h€EC”(M) 且 
(f - g)h=0。 
注意 到 a 满足 (1),a(0)=a(0+0)=a(0)+a(0)=2a(0), 所 以 
а(0) =0, 从 而 由 条 件 (3) 
O=a((f-g)h)=(f-z)a(h)+ha(f- z) 
由 此 推出 
a(f)l¿=a(g)lç 
特别 地 | 
а(/)(р) =а(а)(р) 
这 就 证 明了 af 的 定义 与 六 的 选取 无 关 ,从 而 w 是 Cr 到 RR 的 
映射 。 
再 证 а, 是 切 向 量 。Y i, 有 pE С, Жу, ЄС" (М), 
EE p 的 邻 域 上 分 别 与 广 , 户 相等 ,那么 
alfi + h) =а(/ +) (р) = (аў) (р) + (а/»)(р) 
=a, + аро 
同 理 可 验 а, 满足 切 向 量 定 义 中 的 其 余 两 个 条 件 , 综 上 述 , 映 射 a 
在 每 点 PE M 指定 了 一 个 切 矢 量 a, ,因此 是 M 上 的 向 量 场 。 
ECU, х^) у р 的 一 个 局 部 坐标 系 ,那么 yxEU 


С, 
а, = а,(х')57 


WKZ f EC ME SE x 的 一 邻 域 上 与 x' 相等 ,那么 
a,(x')= a, (fi)=a(fi)(x) 

由 于 函数 alfi) E p 是 光滑 的 ,所 以 a (х) p 光滑 ,证 毕 。 

Ў Х,ҮЄ.#(М), X: C€ (М) С° (M), Y: С° (M)— 
C”(M), 于 是 有 复合 映射 Xy: С®(М) = C“ (M), — ЖЖ, ХҮ 
e M), RERA, WV f, ЄС” (М), 

Х°Ү( Рв) = X(Y(f:g))= ХОР Ив) + а Ү(р)) 
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=X(f):Y(g)+f(X°Y)(g)+ X(g)*:Y(f) +g (XY(F)), 
所 以 XY 一 般 说 来 不 满足 定理 1 中 的 条 件 (3) ,但 容易 看 出 
XY - ҮХЄ.#М). 
定义 3 Ё Х,ҮЄ.#(М), [Х,У = XY- YX 称 为 X 


”与 了 的 Poisson 括号 积 。 


定理 2 .名 MM) 中 的 Poisson 括号 积 [,]:.2(M) x UHM) E 
(M) 满 足以 下 运算 律 : 

(1) EZME 
[X,Y]= -[Y X]: 
(2) 分配 律 
[aX + bY,Z]=alX,Z]+b[Y,Z] 
[Z,aX+bY]=alZ,X]+b[Z,Y] 
(3) Jacobi 恒等式 
[X[Yy,Z]]+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]]=0 6 
Hp X, Y, Z€ .2(M),a,bC R. 

证 明 留 作 习 题 。 

定义 4 设 V 为 域 F 上 的 向 量 空 间 , 如 果 VV 上 定义 了 一 个 二 
元 运算 [,] 具 有 双 线 性 性 , 反 交 换 性 且 满 足 Jacobi 恒等式 , 则 称 
(V,[,]) 为 上 的 一 个 Lie 代数 。 

定理 2 指出 (MM),[,]) 为 R 上 的 一 个 Lie 代数 。 

定理 3 设 U 是 光滑 流 形 M 的 一 个 开 子 集 ,X 是 U 上 光滑 向 
量 场 ,对 Yy p€ U UH p 的 邻 域 Vc U 以 及 XE C”( 以 ) ,使 

X y = Xy 

WRA pEU,M 局 部 紧 致 ,因此 存在 р ФАУ, W fE p C V 
cVcWcWcUHRESR,HT V (M - У) = 0 

由 第 三 章 § 4 引 理 2, 存 在 函数 ЛЄ C”( MM) ,使 

Ху ls Ла w=0 


| 双 线 性 性 ; 
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_ [f(g)X, gE€U, 
| - 
0 jE О, 
由 于 M=UU(M\ W),UD(M W)= 0.X| = X| ЖШН X| vy =0 
也 是 光滑 的 ,所 以 在 M 上 光滑 。 
定理 4 Ё Р: М EMDE, WRI) F.: ZM) 
.ZN) 是 Lie 代数 同 构 。 
证 明 首先 注意 到 ,对 Yy gE€EN, 唯 一 存在 pEM, 使 F(p)=g 
(HA F ÆRE), y XEM), EX 
(АХ) p00) = ЕХ. 
H р 的 唯一 性 知 上 式 右 端 是 唯一 确定 的 ,又 因为 VE N, 对 应 的 
p 存在 ,所 以 F.X 为 定义 在 整个 N 上 的 向 量 场 。 
另 一 方面 ,Y X, YC€C.2(M), YgEC (N), 
[FX, F Y]ro le) 
=(F.X)zu (F. Y(g)) – (Е.Ү) к)(Е. X(g)) 
=X,((F.Y)(g)° F) – Y,(F.X(g)° F), 
因为 对 VxE M, 
((К.Ү)(а)° Е) (х) = (FY(g))(F(x))= (БҮ) кё 
= F.Y,(g)= Y, gF = Y(g°F)(x), 
所 以 有 
(FY)(g)°F= Y(g°F), 
从 而 
[FX,FY)Fwe = X,(Y(g° F)) - Y,(X(g° F)) 
=(Х°Ү- Ye X),(g° F) 
=[X,Y],(g° F) 
=(F.[X,Y])r (g), 
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此 即 [EX,RY]r =F,.[X,Y],。 由 p 是 任 取 的 ,就 有 [ERX,RY] 
= 下 [X,Y], 又 因为 F; 是 线性 的 ,所 以 FF, :.200)—.20М) Lie 
代数 同 构 。 

定义 5 设 MM 是 光滑 流 形 ,X 是 M 上 一 个 连续 向 量 场 , 若 
EM,X,=0, 则 称 p 为 X 的 奇 点 。 

流 形 上 处 处 不 为 零 的 向 量 场 的 存在 性 与 流 形 的 拓扑 性 质 
有 关 。 

例 1 奇数 维 球面 S$"-!1c R* 上 存在 无 奇 点 的 切 向 量 场 。 
证 明 用 {xill1<i<2n} 记 R”*? 中 笛 卡 尔 坐 标 系 , 则 单位 球 
бон (zl, E в" | (а) #1}, 

每 点 p€ 52" -处 定义 矢量 
X(p) = ( —х?,х!,х9,, Е х2" xT), 
由 于 Х(р) ор, ХОр) S-E р 的 切 矢量 ,|X(p)|?=1 说 
明 向 量 场 Х JG y sa 
下 面 证 是 光滑 的 , 取 8$2 一 的 微分 结构 
Do={(Ur ot), (Ог, Фү), (UN Pra) > (Un pin)} 
其 中 


де] 


Ur = (аб) Sx >0)} , 
Ur ={(xi,", x) ESN}, 
1=1<2п. 
pr UR 
使 
Фі (wl sR) = (ж! a) 
表示 去 掉 xi ,我们 证 明 在 U 坟 上 光滑 ,其 余 情 况 可 类 似 
证 明 。 | 
E(u! e, и?" 1) зо R P А F KA т, Д] Uz 802 
数 方程 可 表 成 
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a 


х= и, 1<а=2п-1, 


х2" = іде ар, 
区 域 U, воа Ик авл 157. Рл к?н A КЕ O ден 


9 dx9 ə ue 9 


这 里 ， 将 了 MON Rn" 中 向 量 ， 于 是 有 


C 
X = 2 х? + x° 
w. ( 9x2a-1l Э Ja) 
n-1 BJ 
bS 2a © 2a— 
= -u + 
之 人 Ju?! 


Нух ENEE Eu, o, u АОН Е, X E 05, БЭ 

例 2 n 维 环 面 7"= S! x… x 51, 其 中 5 为 单位 圆 。 

n 

每 点 (Qai, an) € T", e tB a, € # ¿í Í 5!, S! x 
{Caz an) PRA T" 的 一 曲线 ,定义 S 在 a, 的 切 向 量 为 该 曲 
线 在 (al,…, a, ) 的 一 个 切 向 量 Xaa hs EBE 7T "在 (al,…， 
an ) 的 一 个 切 矢 量 , 这 样 就 给 出 了 7" 上 一 个 切 矢 量 场 。 由 于 S! 上 
显然 存在 无 奇 点 向 量 场 ,从 而 7" 上 也 存在 无 奇 点 光滑 向 量 场 , 实 
际 上 ,7T" 上 存在 n 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 向 量 场 。 

例 3” 设 MM 为 紧 致 光滑 流 形 ,XX 为 M 上 只 有 孤立 奇 点 的 连 
续 向 量 场 ,KX 为 M 上 只 有 孤立 奇 点 的 连续 向 量 场 ,任意 点 p€ М, 


记 ind X УХ 在 点 p 的 指标 ， Hopf 定理 指出 > indpX = X(M) ,其 中 
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X(MM) 表 示 М 的 Euler 示 性 数 ,因为 偶数 维 球面 52" BJ Euler 示人 性 
数 X(S2)=2, 所 以 S* 上 必 不 存在 无 奇 点 的 向 量 场 。 


52 Frobenius 定理 


定理 1 X Em 维 光滑 流 形 M 的 光滑 向 量 场 , 若 PE M, X, 
关 0, 则 存在 р 的 局 部 坐标 系 (V,y ) 使 
Ziy- o 
y 


证 明 取 p 的 局 部 坐标 系 (U,x') 使 (р) =0,Х 局 部 表示 为 


— £: 
Xy = ё dw , 


ЁЄС®(0), 9 ё!(р) =0. HEAO, y7, y) E U, RE 
题 


[eso 

x'(0)=0, (0) = у, 2<0<т, 

由 常 微分 方程 理论 ,对 充分 小 的 e Н! <e 时 ,其 解 
x= ilt, yy") 

E CHo $ y!= t, 


CE = &( l... ) = &i( ) 
ду!!у=0 А 全 P 
CE _ 9*(0,у°,---,у") 2 = 0,,2<а<т 
ду? у=0 ду? у=: = у"=0 
因此 ， 
él(p) 0 0…0 
8 @(p)1 0…0| 
aly! e, y") y=0 = |... = (р) 0 
2"(р) 0 0…1 
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从 而 存在 р 的 邻 城 VcU, 在 VV 上 xi=xi(y!l,…,y") 为 坐标 变换 ， 
且 
д дхі 9 дх! 9 


ду! 7 ау! дх It дк = 32 та 
定理 1 的 几何 意义 是 ,如 果 X, 半 0, 则 存在 р 的 令 域 上 的 坐标 
变换 ,使 在 该 邻 域内 XX 为 y! -坐标 曲线 的 切 向 量 。 
以 下 考虑 多 个 向 量 场 的 情形 。 
定义 1 设 MN 是 光滑 流 形 , 若 在 每 点 p€ M ,都 指定 一 个 户 维 
切 子 空间 Li, WER 五 为 M 上 的 h 维 分 布 。 如 果 对 每 点 pE MM, 存 
E P 的 邻 域 U K U 上 hh 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 向 量 场 X,…， 
,使 得 在 每 点 gE U, Li Х, (4), 5", X. (q) IKR, BH / = 
[X (q), X. , 则 称 产 是 上 光滑 分 布 , 记 
L? = зрап{ Х|, Хь) 
U 6 


; = Xl vo 


注 : 如 果 M 上 存在 六 个 处 处 线性 无 关 的 向 量 场 , 则 М 上 存在 
h 维 光滑 分 布 。 反 之 , M 上 存在 h R L, M 上 不 一 定 
存在 处 处 线性 无 关 的 h 个 向 量 场 。 例 如 ,球面 上 的 切 空 间 场 是 光 
滑 的 2 维 分 布 , 但 球面 上 不 存在 两 个 处 处 线性 无 关 的 向 量 场 。 

定义 2 ІЕМ БАЈА 维 光滑 分 布 , 若 单一 温和 o: N—> M 
fV PC Nfl e. (TN) Cc Lp WEC, N) Æ 的 一 个 积分 流 
形 。 

例 1 为 M 上 光滑 分 布 , 则 矿 必 有 1 维 积分 子 流 形 。 

证 明 VPC M.L 光滑 ,存在 p 的 邻 域 U 及 U 上 处 处 线性 
无 关 的 h 个 光滑 向 量 场 ,使 上 | = span | Xi," Ху}, ЮЕ U 
上 ,光滑 向 量 场 X| ,六 0, 由 定理 1, 存在 P 的 局 部 坐 系 (V, у), У 


СОХ |= э, y (p) =0, 
£ N 为 具有 局 部 坐标 y= 10 (lil <e) 的 曲线 ,对 充分 小 的 
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e ,包含 映射 i: NU 为 单一 浸入 ,i (TN) = = 


H L! 的 1 维 积分 子 流 形 。 
当 h>2 时 ,对 每 点 pEM, RVE h 维 积分 子 流 形 经 过 点 
以 下 讨论 向 量 场 完全 可 积 的 条 件 一 一 Frobenius 定理 。 
定义 3 如果 对 每 点 PE 以 ,都 存在 一 个 经 过 p 的 hh 维 积分 子 
流 形 , 则 称 L ТЕМ 上 完全 可 积 , 即 对 每 点 p€ M ,都 存在 p 的 邻 域 
U 及 单一 浸入 gp:N>U, 对 YqEN, 都 有 p(TIN) = Leo 

定理 2 设 忆 是 N 上 的 疡 维 光滑 分 布 , 若 对 每 点 pEM ,都 有 
Т^ 的 过 p 的 h 维 积分 子 流 形 ( 完 全 可 积 ), 则 任 给 光滑 向 量 场 X Y 
ET, 都 有 [X,Y]E LL。 关于 运算 [,] 封 闭 , 称 为 Lh W8 E. Frobe- 
nius 条 件 。 

证 明 设 X YEL XH, YpEM, FE p 的 令 域 UCcM 及 
Ло: №0, E Ф. (ТМ) = 1), YEN НҒ ф,Ж 
处 同 构 ,存在 切 向 量 X, YE TN ,使 

p. X, = Ху, pr Y, = 区 (go 
因为 XY 在 gpg(N) 上 光滑 ,gy 是 光滑 映射 ,显然 和 了 为 W 上 光滑 
向 量 场 。 于 是 有 


y! p 


e. ((X,Y),) 200, У] 
H e. (Т,№) = „ЖП 
[X,Y)a И „в 
ЕЯ, СХ, Y) C Ll. H p КЕ, СХ, УЈЄ L 
定理 2 的 逆 也 成 立 В 
定理 3 设 以 是 M 上 光滑 分 布 ,如 果 任 给 光滑 向 量 场 、YE 
L ALX, YEL, WERA PE MM, 存 在 P 的 坐标 邻 域 V, 使 


д д 
L’ | y = span ap 9 А 


此 时 ,N= ((у!, ут) Туу ЖИЛЕТ Ж 
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先 证 明 一 个 一 阶 偏 微分 方程 组 的 可 积 性 定理 。 

定理 4 j Ux VC R" x А" JF f fE , f°; U x V— R 是 光滑 
图 数 。 1<i<m,1<a<n, 则 对 任 一 点 (xo, уо) Є Ux V ,方程 组 

iza: 
x 
y (xo) = уб 

在 点 xo EDRR W c U 内 有 唯一 解 y = у(х) (хЄ И) ЖЖ 
RIFE Ux V 上 成 立 恒等式 


df afe А afs 9 
fi а fi fi f -Hi f) =о 
aw Әхі EN ау? ду? 


(ж) 


证 明 э i = у(х) ИНИ, ПЕ аиса | 
дх!дх! FF 


因为 д? у 二 afi дуй ‚ 于 是 

дх/дх! Ix gx fl kd Ix’ 
д? у д? уг ауе of? S © ду? _ gf; дуд 
дахі Ird Әжї gxi йт E ay aye дхі) ° 


= ”不妨 设 xo=0E О, ХЕ ¥(x!,0,…,0) ,使 诸 y 满足 


w = /4(х!,0,,0,у(х!,0,-,0)), 


7°(0,+--,0) = уб 
(1) 考虑 常 微分 方程 组 


| ‚б„-— 0, (03) 


& (0) = уб 
EKHI < el 内 有 了 唯一 解 和 7), 取 у (х',0,---,0) = &(х!), 
Ix!| < el 即 可 。 
(2) 对 固定 的 x!,1x!| < si, 考虑 常 微分 方程 组 
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гы =/%(х!,,0,<,0 &(x!,r,0,---,0)), 


а ‚0,,0), 
当 e, 充分 小 时 ,对 VY x!,1x!1 <e ,上 述 方 程 在 111 < s 内 有 唯一 解 
Et) < 
у(х1,02,0,:+*,0) = 2%(х?), 
函数 Да х2,0,---,0) Е 
Ө ОРОТ 


3x? 
у(х!, x? 0,0) | „2.0= у"(х1,0,---,0)((1) Р) 
ВЖ, у(х', 2,0, :--,0) Е х2 = 0 X: T x! 的 偏 微 商 满 足 ( x ) ,要 证 
H] y(x!,x?,0,…,0) 在 x?=0 对 任意 的 关于 x! 的 偏 微 商 也 满足 
(=), HES 
Р = - fAx!, 22.0, .0,y(x1,x2,0, 
20), 
= T afi ap ду? 
в (а?) = xax! =й Ё 3 дх? 
к 975 дуй afi -4 8 
Ë дх! ал дх! дх? zk 
ажна ду? 9р5 д/% Йй 


T a ax! FE: IT 28 axl - f) 
= f el) 
H g(0)=0(BL( * ) 式 ) 及 解 的 唯一 性 , 知 g(x*)=0。 从 而 


= 


成 立 。 
同 法 可 构造 函数 у (х!,х”,х?,0,,0), EWE 
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efh S= 


按 上 述 步 骤 进 行 下 去 ,就 得 到 函数 y (Cal, a, 


з= 


4 及 y (0,0, 


,0) == y0° 
…, x”") ,使 得 


ау _ pa 


ap VY 
y(0,:::,0) = уф 
定理 3 的 证 明 如 下 : 
任 取 一 点 pPE И, MWA p 的 局 部 坐标 系 (V,x'),pE VC U, 
K V Eh 个 光滑 切 向 量 场 X!,…, Xi, 使 


D| у= span | Xis, 


l<i<m, 


Хк} 
设 


由 于 Х|, X, 线性 无 关 ( 在 了 处 处 ) ,所 以 不 妨 设 det (аб) > 0, 
Wb) = (а) -!, | 


-=Le 
x x 
29% а 
© дх% де дА? Әх 
9С с; 
а дх° УЫ 
由 于 L 满足 Frohenius 条 件 , [无 ,元 ] 可 表 成 Ху 


С. 5 lt 
2G ә 


г? 
„ас: а 
S 3, Jd 


ас, 9 


„29 ~ 


了 的 线性 组 
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= = д 9 Е 
合 , 但 Хе, Лә э-ү, RETA, í 


s. 26, 
28 

& Roedt ире 中 开 集 , А" = Кх К", V= W. 

х Wa, (xstt ah) E Wis Cahtt, en н) Є Wo 于是, С: Wix W, 

>R 满足 定理 4 RE у Orte, y) Є, ATEH C+, 


JC; 
20 e = 0, 
дх 


是 未 知 函数 ) : 
9 
[= = Cox заа), һҺ+1<г<т, 
dx 
AET E д) = y 


有 唯一 解 (其 中 (x!',…,x*)€ Wi): 
(ат, руу) (积分 子 流 形 )， 
了 "光滑 依 赖 于 自 变量 x!，,… ,x KIE yo ME 
Садаев tl s yuya y 
的 积分 子 流 形 的 参数 方程 为 
Г = х, leagh, (+) 


w= Раа, yy, h+1<r=<m, 
ПК, EERE (дт, оет) (ут, y у, е, 
у"), 
Р. 
ов РГР" жш 
(x ) 式 在 坐标 系 (y!,…,y”") 下 对 应 于 
у**! = Const," , у" = Соп 
下 证 (< x ) 可 作为 坐标 变换 。 事 实 上 ,在 p=(x6,…,x) 处 ， 
A p=(xb = (уб, 70, tl...) (由 满足 初始 条 
件 知 )。 所 以 有 
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= ЖИ | 
(узе, у”) У нае Gebu КИШ = 150, 
с] sse... Ch Е. 


即 (y',…,y") 可 作为 新 的 坐标 系 , 且 
9 аж? 9 „9* 2 
ду“ ду" Ix ду дх 

д ,9 
“py 


I W, x W, ” Span! Ху, Xa] = span ziza] 

定义 4 凡是 定义 在 M 上 的 光滑 分 布 ,(p,N) 是 连通 的 
积分 子 流 形 , 且 它 的 像 pg(N) 不 是 Ll 另 一 个 连通 积分 子 流 形 的 真 
子 集 , 则 称 (p,NW) 是 极 大 积分 子 流 形 。 

定理 5 ”MM 满足 第 二 可 数 性 公理 , 若 L 满足 Frobenius 条 件 ， 
则 VYVpEWM, 存 在 的 唯一 极 大 积分 子 流 形 过 p, 且 每 个 过 p 的 连 
通 积 分 子 流 形 必 包含 在 其 内 。 


83 单 参 数 可 微 变换 群 


定义 1 光滑 流 形 M 到 自身 的 微分 同 胚 f:M 一 M 称 为 一 个 
变换 。 

定义 2 Ü op:RxM 一 >M 是 光滑 映射 ,Y (1,p)ERxM,， 
记 ф,(р) = Ф(1,р), ШЖ p, 满足 条 件 

(1) go=id:M 一 >M ( 恒 同 映射 )， 

(2) PPs = Pirs» 
ШЖК o 是 光滑 作用 在 M 上 的 单 参数 可 微 变换 群 。 

由 条 件 (1) (2) 知 w Я сг =p B HT e 是 可 微 的 ， 
所 以 wm М 上 的 变换 。 
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例 1 jÜ M= К, Ф: Ех R2— К? 定义 为 
: 1 
cost -sint x 

co 人 人们 


sint cost x 
其 中 X=(x!,x2)€ R2,H+ 
- | Kw 
sint cost 
所 以 有 фо= й, ps = 9;。91,9 的 可 微 性 是 显然 的 ,所 以 p 是 光 
滑 作用 在 К? 上 的 单 参数 可 微 变换 群 。 
例 2 it M= S х S= {р= (е,е)1(0,,0:)Є К}, 
o: R! x M— M 定义 为 
p(t,p)=( 
则 g,:M>M УА H. po = id: M>M ,@,, = Piopyo 
任意 固定 p€E M, 记 у,(:) = gp(1,p), 则 7,:R' 一 M 表示 M 中 
一 条 光滑 曲线 ,由 于 y,(0) =p MR y, 通过 点 p, 称 7,(1) 为 单 参 
数 变换 群 p 过 pp 的 轨 线 , 设 y, CE p J DJ BES X, E 


d © 
Xf = + ЕЛО yfE Ср 


这 样 ,得 到 M 上 向 量 场 X, 称 为 单 参数 可 微 变换 群 在 M 上 诱导 的 

定理 1 设 X 为 M 上 单 参 数 可 微 变换 群 p 诱导 的 向 量 场 , 那 
么 有 

(1) ХН. 

(2) 9 的 任意 一 条 轨 线 7,(i) 是 它 诱导 的 切 向 量 场 X 的 积 
分 曲线 。 

(3) (Ф). X=X(X 是 g, 作 用 下 的 不 变 向 量 场 )。 

证 明 (1) үрЄМ, Ж р 的 局 部 坐标 系 (U,x'), 设 p 的 坐标 
为 (x6,…,*3),Y,(1) 的 局 部 表示 为 


xi = pilt, xos, 0) 


ei(0 + I) ‚ е®›) 
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д 
дх! 


ap (tyta) 
ЕТ 


X, = 


t=0 p 


由 于 函数 22 rz ш 在 (妈妈 ) 可 微 ,所 以 向 量 场 下 
Ep 是 可 微 的 。 


(2) Vq€y,(t),D а= y,(s)= e (p), FE: 8 
Y(t) =@(t,q) = Ф(1,ф(5,р)) = @(@(s,p)) = p° @,(p) 


= Ф+,\р) = y,(t + s) 
所 以 有 
X= у,(0) = у„(5),ЁП y(1) 是 的 积分 曲线 。 
(3) 由 于 gq.(p)= Yo(s), 所 以 对 VfE CE) 


= df 4) ағф(1,р) 
Хе) t=s dt t=s 
F: + 5р) 
Е dt 1=0 


4.000) 


1=0 
=X, (fep) = ((@,)+ X,)f 
Вр Xç; (0) = ( @,) , X, 

从 上 面 的 讨论 知道 ,M 上 的 单 参数 可 微 变换 群 诱导 了 M 上 的 
光滑 向 量 场 ， IEE DIRI AE М БЭН X, н 
数 可 微 变换 群 p, 它 所 诱导 的 向 量 场 是 X, 答 案 是 局 部 上 一 
存在 。 

定义 3 设 U 是 光滑 流 形 M 的 开 集 , 若 有 光滑 映射 p:( -e， 
e) x U—M, E3 урЄ О, :Є(- є,є), Е 

(1) фо= Ф(0,:) = id: U —>U 

(2) 4 ;,5,:+5Є(-є,є) Н р, Ф, (р) ЄО о, Ф, = pis 
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成 立 , 则 称 ф, 为 作用 在 UU 上 的 局 部 单 参数 可 微 变换 群 。 
定理 2 设 X 是 定义 在 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,y p € M ,存在 
p 的 邻 域 U 及 作用 在 U 上 的 单 参 数 可 微 变换 群 g,, 使 XIu д, 
诱导 的 向 量 场 。 
证 明 取 p 的 局 部 坐标 系 (V,x'), 设 
9 


x: 


X1y= > 


则 XE C* (V), БЕЕН 


de хы, ex), || се, (х, x")EV, 


由 常 微分 方程 理论 ,存在 sl >0 及 p 的 邻 域 UiCV, 使 对 ygqg€ Ui， 
存在 唯一 的 解 x,(1) (|| <e1) 满 足 


ах! i 
d = X'(x, (6)) 


%, (0) = q 
H х, (1) (г, q). € 
@(t,q)= @,(q)= x(t) 
MJ 9:(-siel)xU>M 是 光滑 映射 。 
W t,sE(- e161) E t+sE(-e1,61)E qE U it ф,(4)Є U, 
因为 


аба) аи) у 
аы йй Шаа (C(t 


aktas) ld яв) = ptg) EUr 
因此 w(t+s) 是 过 o (9) 的 解 , 另 外 ,过 q,(g) 的 解 是 Хос) (0), 
由 解 的 唯一 性 得 出 xo cg) (t) = xs(t+s), 所 以 有 
Ф.(Ф,(4)) = e... (q) (p HU EASP) 
由 于 x,(0) = X, 所 以 wm FX luo 
作为 定理 2 的 证 明 的 推论 ,有 
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命题 1 设 p,,y 为 光滑 向 量 场 XxX 生 成 的 分 别 作用 在 UVU 和 V 
上 的 两 个 局 部 单 参 群 , 若 ОПУ Ф, ус ОПУ, Æ 
p (q)= (9), || <е 
ШЕН Sna) =pl) ya) =p, д) WETH E 18] — 
微分 方程 组 


dy у dyt) _ a 
d 9009 d “(D 


及 同一 初始 条 件 y (0) = q, 为 (0) = 9q, 由 解 的 唯一 性 得 
plq) =l) 

定理 3 设 MERAH m 维 光滑 流 形 , 则 上 任意 一 个 光 
滑 向 量 场 X 生成 作用 在 M 上 的 单 参数 可 微 变 换 群 g:Rx ММ, 
即 存 在 单 参数 可 微 变换 群 Ф, X 是 由 gq 诱导 的 光滑 向 量 场 。 

证 明 VPEMN, 由 定理 2, 存 在 p HRR U, 及 作用 在 U, 上 
的 单 参数 可 微 变换 群 07: (е, ep) х U, = M.W E p” = id: 
U, —U, WR |t| <e |s| <e lt+s| <e, E g € U, WJ 
pP о фб) = pP, Я Xlu Hi g'?) 连 续 且 oP (о,р) =p, 
所 以 存在 正 数 e, 及 ЮФУ, с U,, 使 得 р”! (( —є„,є„) х Vp) 
CU,。 因 为 M 是 紧 致 的 ,所 以 开 覆 盖 { V,1pE€ M} 有 有 限 子 覆 盖 
{V11<a<7}, 相 应 的 局 部 单 参数 可 微 变 换 群 为 pg\:(-e,,&,) 
x U >M, W є = min {€a}, I є, K V, WERGE, RA 

o™((-e,e)x №) с U; 
(1) ЖХ ф:(-є,є)х М 一 1: 若 pE U,,WIJ 
Ф(1,р) = Ф (1,р), ytE(-e,e) 
由 命题 1, 上 述 o 的 定义 与 U, 的 选取 无 关 , 因 此 是 有 意义 的 。 
由 于 {VW} 是 和 M 的 覆盖 ,所 以 YpE M EE V, E pE Vv, HAHA 
的 Же Ves 
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于 是 w(p) = Ф (р) Є U, 从 而 对 | 1| <e,|s|<e,|t+s|<&e, 
有 


Ф, ..(р) =P (p) =p p (р) = ф.-ф(р) урЄМ,|:| <e 

(2) 再 将 (1) 中 的 p 扩展 到 R 上 ,即将 o 的 定义 域 从 ( - е, 
є)х M 扩展 到 Rx M 上 ,对 VER, 存 在 自然 数 ,使 六 E(-e， 
є). EX. 

@(t,p)= (фик) ^(р), V(t,p)Ce Rx M, 
ДФ (фик) = фи ww 由 (1), 它 是 有 意义 的 。 再 证 明 КЖ 
定义 与 自然 数 N 的 选取 无 关 。 若 有 另 一 自然 数 N< Ele, 
e), WN 5 N 的 公 售 数 B=n*N=n*N, 那 么 由 (1) 的 结论 ， 
pun(p)= (pp)"(p) 


于 是 

(фик) (р) = (Фив) "“(р) = (Фив)? (р) 
同 理 

(ш) (р) = (eva) (p) 
可 见 


(@us) = (рия) 

容易 验证 上 述 定义 的 o: R x M —>M 适合 单 参 群 的 条 件 
(1).(2)o 

定理 4 Ro 是 作用 在 M БЮ ТОЕ, X Bo, Pš 
ЕШ EJ, g: M— M 是 一 个 可 微 变 换 ,那么 

Фф фт: М-М 

也 是 作用 在 M 上 的 单 参 数 可 微 变 换 群 且 诱 导 光 滑 向 量 场 J Xo 

证 明 S Ф, = 内 os 由 于 wo 是 单 参数 ,y 是 可 微 同 胚 ， 
所 以 Pirs = (popie d l) pepp!) = PiP sP o= 这 ,可 见 Ф, 
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是 作用 在 M 上 的 单 参数 可 微 变换 群 , 设 о, 诱导 向 量 场 了 ,那么 对 
(Фф. X Df = X,(f. 2) 


=Д| (00600) 


СОЈ) 
= Хр 


即 2. X, = Хуф. X = X. 

推论 ” 单 参数 可 微 变换 群 o, Ús Sp BJ а X {ЕН fk e] 1 
#:M— M 下 不 变 的 充 要 条 件 是 9, 与 y 可 交换 , 即 

Pio Y = Po Pro 

证 明 # 2. X= X. EZ H EE 4, p, = g.p. 0 ATHE 
Ж X.E w 与 ф, 诱导 的 向 量 场 相同 ,由 命题 1 可 推 得 w = o, ВП 
Pio Y = Yopio 

= popp pW ф =p, HE1, (p): X=X, HE 
理 4,9,, X= 2, X, MAE 2. X = X. 

定理 5 Ў X,YC.2(M),X 在 点 pE M 的 邻 域内 生成 的 单 参 
数 可 微 变换 群 是 o, U 
(er!) Y (p) Yp 

t 


证 明 V /€ cz , 设 /在 p 的 邻 域 U 上 光滑 ,Y gE U, 令 
F(t)(g)=f.97!(g) 


[X,Y], = lim 


则 


ds 


u= st 


所 以 有 
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F(t)(q)= (09) + tg,(q) 
其 中 еба) = |. EWW) анж 


u= st 


— df. ф,\ q) 
1=0 dt t 


Д 
аба) „ШШ аго) 


0 


sf = = (ХР) (9) 
所 以 在 U 上 有 go= - Xfo 
注意 到 
((ег!)„ Урс Y,)f= Yen (fs e; )-Y,f 

= ata tg) - Y, f 
= Yo(pf - Ypf + 11. (р) 81 
=(/)(ф(р)) - (Y/)(p) + гҮ, рува, 

就 有 

s" чё = yaka N plp)? =P Р) 


_ OP) g, 
dt ¿=0 
=X,(Y/)- Y,(X/)=[X,Y],f 
证 毕 


+ Ү го 


(erl), Yoi) - Y, 
定义 4 极限 im 一 一 一 一 一 称 向 量 场 Y 沿 着 向 量 场 X 


在 点 p 的 Lie 导数 , 记 为 (LxY)(p), 由 定理 5 看 出 
LxY = [ Xx, Y] 


由 定义 立 得 
命题 2 若 光 滑 向 量 场 了 在 单 参数 可 微 变换 群 w 下 不 变 , 那 
Z Y W өф, 诱导 的 光滑 向 量 场 X 的 Lie 导数 为 零 , 即 
(ф)„Ү=Ү > LxY=0 
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反之 ,我 们 有 
命题 3 设 针 为 单 参数 可 微 变 换 群 9, 诱导 的 向 量 场 , 若 YE 
#(М)й | Х,үҮ]=0,Ш(ф,)„ Y= 了 Y, 即 了 在 gq, 下 不 变 。 
证 明 VpEHMH,VJEC ,— 
G(t)=((@;r!), Yeo) - Y,)f 


则 
GCs +1) =((@;'),(@í'), Yote) - Y,)f 

=(@;'). (Cpr) = Урс) = Yo) f 
+((@;'), Yop) - Y,)f 
= (фт). Үрер) — Yop) fe Фф; 
+((@;'), (у - Y,)f 

所 以 有 

TTE Gli + ) = G(s) _ m E чш - “мө, 

=[ Хы] = 0 
于 是 
(фу). Yo- Y,)f= G(s)= С(0) =0 
即 


Yp (p) = (@,), Ypo 
从 定理 4 的 推论 及 命题 2.3 就 有 下 面 的 结论 : 
定理 6 о.о, 为 两 个 作用 在 M 上 的 单 参数 可 微 变换 群 ， 
和 ,了 了 分别 为 它们 诱导 的 向 量 场 , 则 

[X,Y]=0 о фф = pop 
定理 6 的 一 个 直接 应 用 是 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 7* 设 M 是 m АНИЈЕ, М 上 存在 m 个 
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处 处 线性 无 关 的 且 两 个 可 交换 的 向 量 场 , 则 M 必 微 分 同 胚 于 m 维 
环 面 , 即 
M=T"”= Sl!x:… x Sl; 
x шын 
m 
注 : 向 量 场 X,…, X. 两 两 可 交换 是 指 [ Х,, X; ] =0,1=1, 


Jamo 
54 张 量 和 外 代数 


4.1 张 量 


本 节 是 为 研究 微分 流 形 作 一 些 代 数 上 的 准备 。 
我 们 已 经 知道 , 苦 V EROR FORAI) E n 维 矢量 空 
间 ,V* Ж УА, оС У, о ”EV* ,定义 <v,v” > = 
v*(v)EF, 则 < ,> 是 定义 在 VxV* 上 的 下 -和 值 函数 , 它 对 每 个 
Заа ЕА, ВУ о, v n У, о, о, 2€ V" a, a.€ F 
有 : 
< all + 0200,0 > = Q] < ш, >+a< WV > 
<vav l + ayu > = ај < о," >+a <v, v“? > 
Æ <v, > =u (0) НЕЕ v, W <v, >Æ V* ЕН) F - (8 
线性 函数 , 称 为 由 > 生成 的 。 我 们 还 知道 (V* ) =V, V ÆA 
的 。 
现在 把 上 面 的 讨论 稍 作 一 些 推广 ,假定 V, W, Д 都 是 域 F 上 
的 有 限 维 矢量 空间 。 
定义 1.1 RH f: V Z 称 为 线性 的 。 如 果 对 于 vE V, 
al, 2€ F 有 
flalvi + аёо) = а (о) + 2 (0). 
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映射 f: Vx W— Z 称 为 双 线 性 的 , 如果 f 对 于 每 一 个 变量 都 

是 线性 的 , 即 对 任意 的 v,vi,vEV,w,wi,wEWW,al,a2EF 了 有 : 
Ка! + аёо, ш) = а!/(тү,ш) + a flv, w) 
өч + °w) = alf(v,w) + а (о, w) 

类 似 地 ,映射 f: Vix… x V Z,h Vi,…,V, ЖЕЙК E 
的 有 限 维 矢量 空间 。 若 f 对 每 一 变量 都 是 线性 的 , 称 f жг 重 线 
性 的 。 

在 以 上 定义 中 , 令 Z= F(Z 看 作 六 上 的 一 维 矢 量 空 间 ), 定 义 
1.1 给 出 的 分 别 就 是 下- 值 线性 函数 ,下 - 值 双 线性 函数 和 F — 值 
r 重 线性 函数 。 

从 Vix…xV 到 Z 的 全 体 r 重 线性 映射 的 集合 记 作 L( VI, 
…,V,;Z)。 在 这 个 集合 中 引进 运算 , 当 f,g€EL(Vi,…,V;2Z),a 
E F, {ЕЖЕ v. EV(1<i<7) 命 : 

(f + SO sD) = Ро) + glv) 

(аў) (21, 0) = аў бо," u.) 
则 运算 封闭 上 且 LV V Д) ЖТ Я Р ERR 
量 空间 。 

下 面 说 明 张 量 积 的 概念 。 先 看 对 偶 空 间 V 和 W 的 张 量 积 。 
设 v EV, иЄ“, PEP оо КЕ 5: Q 
w Е: ЕЯ СУ, C W # 

v* ш" (vw) = r (0). u (ш) = < 0,0 >< w,wř > 
H VA W RE, о‘ ош 是 Vx 玉 上 的 双 线 性 函数 , 即 v* 
Qw* € L(V,W;F). AE, ZEQA L(V; F)x L( W; F)#l| L 
(И, W; Е) НУХ ЕВ ЯЎ, В (ао + awi )@z = ау(ь @wu° ) 
+ avi @w” ) ,类 似 地 运算 @ 对 第 二 个 因子 也 是 线性 的 。 所 有 
Жо ш (о € V*,w* Є“) JG # Pi tE pš BJ Ж в 25 [Н] ЁК 
为 VY* W КЕЯ, ЕЕ L(V, W; Е) а B] 
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ЕУ 和 W 中 分 别 取 基底 ,1a ',l<i<nl 和 |b**,l<a< 
m} .vv Ww = 22 (ai) a (Xw (ba) b") = (Уо 
(a)jw”(b,)a*'@b"“, 其 中 |a;| ,45;| 分 别 是 对 偶 基 底 。 因 此 ， 
v“ @u 中 的 元 素 可 表 为 a”'@b"“ 的 线性 组 合 。 易 证 a*'@b** 
(1<i<n,l1<azm) 是 线性 无 关 的 ,所 以 v дю" 的 基底 是 |a*' 
@b*°.(1<i<g<n,l<a=milËE nx m ÆRET aj. nj LHE E 
— fEL(V, W; Е) 9 аЬ" “的 线性 组 合 ,因此 
V* И" = L(V,W; F) 
KHA V #l W Z| V 和 W WJ AJB Z= [8] , J A n] 2 (UJ Hb E 
义 两 个 矢量 空间 V ЖП 的 张 量 积 : 
VEW = (V° WE) 
它 是 V* x 下 "上 全 体 双 线性 函数 形成 的 矢量 空间 。 
VOW #ll V° Иий, H 32 41 
«000,07 @ 0 >o = < 0,0" Sel Шш > 
| кей a]l Са) = (7,8) 
特别 是 : < abab > = д101= |, же 
Р 1а; Б, ЖШ\а*'@Ь*°\(1<їт<п,1<а<т| Ж Н Ху 
基底 ,因此 ， 
о" = (УӘ 1) 
定理 1.1 张 量 积 运 算 @ 适 合 结合 律 , 即 对 任意 的 Є L( V; 
F),JEL(W;F), EEL(Z,F), 有 (GBY)DE= фә(фӘ 8). 
证 明 任意 取 vEV,wE W,:C Л, 
(Фе) (0, ю,2) = ФӘ ф(о, w) (2) = ф(ъ)+ф(ш)+ё(ш), 
同 理 
POIOE v, ю,2) = p90) gw) Elz), PU (Ф@)@ё=Ф® 
(YE) 
由 定理 1.1 记 号 g@y@& 是 有 意义 的 , 称 为 pg,y,& 的 张 量 
积 。 把 形 如 vQ@wQ@z(zErY,wE 和 ,zxzEZ) 的 元 素 的 全 体 所 生成 
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的 矢量 空间 记 作 V@ @Z, 称 为 三 个 矢量 空间 的 张 量 积 。 运 算 
QÆM L(V*;F)x L(W*;F)x L(Z*;F)# L(V*,W*,Z*; 
F) ERTES o | 

同 理 , 若 WV,…,V 是 域 尺 上 的 矢量 空间 , 则 可 定义 S 个 矢量 
空间 的 张 量 积 内 四 … 四 不 =7 人 他 ;天 )。 运 算 四 是 从 世 
(VŽ; Е) хх (И Е) (У, VŽ; POKRENI, E V; 
ОКЕ ар) ан Осі) А n = Vi 的 维 数 , 则 Vi@… 
@ V, 的 基底 是 : 

(1) 


(2) ssa U Tam ensi = | wes e 
ат @ ат @ @ ат, S £ ni, чу ? >S 


> 


即 从 V; ШЖК (1 і) Н: 


每 一 行 中 取 一 个 作 张 量 积 ,这 样 的 取 法 共有 ni x пох ех n, 种 ， 
因此 
dim ( V, Q ``" Q V,) = dimVi ту, 
在 微分 几何 中 ,经 常用 到 的 是 同一 矢量 空间 了 与 其 对 偶 空间 
定义 1.2 УЖЕ En Ка? и, ИВ ар у“, 
9 
= РР ӘӘ V° 


HERRA V 上 (r,s) 型 张 量 , 称 + 是 张 量 的 反 变 阶 数 ,j 是 张 量 
的 协 变 阶 数 。 
特别 地 ,V5= V@…@V 的 元 素 叫做 7 阶 反 变 张 量 。 


rt 
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由 =V”@…@V 的 元 素 叫 做 s 阶 协 变 张 量 。 


约定 у= Е, у= 了, 它 的 元 素 称 为 反 变 矢 量 , 风 = У", 
元 素 称 为 协 变 矢量 。 
显然 dimV; = п * ° , 3Ë H. 
= LCV? sta VÝ s Va V5 F) 


这 就 是 说 ,(r,s) 型 张 量 是 在 
үх х Ух Vx x V 
— 


ЕЙ F- (+58 ЖАНН. 

Ple, 1<i=gsnl е“, 1 «іл VA V” 的 彼此 对 
偶 的 基底 , 则 空间 V: 的 基底 为 

абе фе "фт @ e * 
1 < йә,» з Ry yk = ñ 

例 1 И= ИУ = (У, У; Е), Ж: 
бе "l, a ia РИЕТИ, ВУР. a Q YÑ... Q Q 
e% ,共有 nn 个 元 ,因此 ату! = n?o 

任 一 (r,s) 型 张 量 x 可 唯一 表 为 

x = Мае 99е @ e" h @ фе” ® 

其 中 分 量 А (етар p) = <e"h@ l @ e "š 
@e бе , x > 

#J2 їй dimV =2, 则 Vi Л У e @ el, e Qe"? e, @ 
el e Qes ЖЕ x= хе е“! + хе е" 2 + хее“! + 
hene“? ЮЖ, х(е*!, ер) = xle е"! (е*!, е) = х1е(е*!) 
е" Че) = хі <е*!,ер> "<е,е*! > = хі <е*! е, ее"! > 
= <е Qe x> = xi, 一 般 地 ,x(e*',e)= У еве" (е, е) 
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=xi(e@e ilei e) =x 8 < e*i@e,x> =x}, (i, j=1,2) 

当 矢 量 空间 V 的 基底 改变 时 , 张 量 x 的 分 量 按 下 述 规律 变 
换 。 设 |e;,1<i<n|l 是 V 的 另 一 基底 ,相应 的 对 偶 基 底 是 |e*',1 
<i<n|, 且 e;=aie, 其 中 a=(ai) 是 行列 式 不 为 零 的 n 阶 方 阵 。 
则 e*i= Bie*/, 其 中 ne n. 事实 上 ， Віа! = phenn 
(ale) =e* te; = 8f, B] Ва= 1 .B=a-! o AM agi r 记 张 量 x 
在 新 基底 下 的 分 量 , 则 i, = аре," se; = akej, e * кейе"! [s 

кїз s 
x = x ре; 四 Qe; Qe” м9 е" 


ЇЗ да? а 8 e: Br e 9-9 е е" 99е", 
所 以 


在 经 典 的 张 量 分 析 中 ,是 根据 这 个 变换 公式 来 定义 张 量 的 。 

з 设 V 是 三 维 矢量 空间 ,3=V*@V", 设 二 阶 协 变 张 量 
xC УЗ l| х= xe е"! + x фе + хе“ е" + хое‘ @ 
e*l + xpe 2 Qe“? + хде‘ Qe + xa e е“! + харе" e "2 + 
xe e” = ре" “фе ™ É 

еу (Pi B Efe" 

е*?|=|В B Ble? 

e а в Ве" 
则 XL = xk k, Bi Bto 如 ху = хий + хой + x 0181 + xa bibi 
+ xx 8101 + х238181 + xai IB) + x 8181 + x3 pi i。 在 经 典 张 量 分 
析 中 ,三 维 空 间 了 上 的 量 * 要 用 九 个 分 量 来 表达 ,并 且 当 坐标 变 
换 后 ,这 九 个 分 量 按 上 述 规律 变换 ,这 样 的 x 就 是 二 阶 协 变 张 量 。 
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所 是 矢量 空间 ,所 以 同类 型 的 张 量 可 以 相 加 , 张 量 也 可 与 实 
数 相 乘 ( 数 量 积 )。 B r= rq e @' @e е" @e"5,y 
= е @ De @ e * h @--- @ e * Ë, , MI 
ax + Бу = (aa ba Le by pQ heag" "Өе; „Фе Өе“ 
两 个 不 同类 型 的 张 量 相 乘 ， 就 是 他 们 作为 多 重 线性 函数 的 张 量 积 。 
定义 1.3 设 xE Va,y€ Vo, B 则 积 x@y 是 (ri+ г, si + 50) 0 
张 量 ,满足 Oyot, vnt, V+) = (Da 
T в чубор үе, +s) 


在 取 定 基底 后 ， x@y пая Жу нини, 


(х9 y) = х | эй кте 
iz T'(V)= = 19-91 А. 
T(V) = DITV) 
r>0 


其 元 素 х 可 表 成 形式 和 x = х. x€ T'(V)- 


和 式 中 除 有 很 多 项 外 ， 其 余 各 项 都 是 零 。3 这 样 T(V) 是 无 限 维 矢 

空间 。 张 量 的 乘法 通过 分 配 律 可 以 扩充 成 T(V) 中 的 乘法 , 因 
此 ,矢量 空间 T(V) 关 于 这 种 乘法 成 为 一 个 代数 , 称 为 撩 量 空间 的 
张 量 代数 。 

HE, V 的 张 量 代数 是 T(V* )= УУУ? 。 

用 g(r) 记 自然 数 |1,… .的 置换 群 。 设 c€ p(7 ЕЕЕ" 
(Ү).Ш ЖЯ ох(о* 1,07) = (о 00,66,0070), ER w € 
V* BI o 的 作用 是 把 诸 v*'(1<i<7) 按 o 的 指定 重新 排列 。 易 
证 , 若 x = 站 四 … 四 站 则 mx =n mn 9 оо, ЖН оо 
的 逆 。 

1 2 3 


例 4 zeP(D,z=n@wne@ono=|， д 


| =o! W 
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IEA v! v“? v E У*, НЕХ ox(v*!, v*?, v) = x(w, 
0" 902) ,bx*aG3)) = y(6"3. "2 v*!) =v (v*?)*v(v*?) 03(0*1), 
而 o Rtn aR alov?) = nnlo, o, 
v*3) = 03 (0 *1) v (0 *2) о (v) AE, ox = wae u o @ 
Vs (3)o 

定义 1.4 设 xET"(P), 若 对 任意 的 cEp(r) 都 有 ox = x, 
则 称 x 是 对 称 的 r 阶 反 变 张 量 。 若 对 任意 的 o€ g(r) 都 有 ох = 

x o 是 偶 置换 


gor={ Camp, É x 是 反对 称 的 阶 反 变 张 量 。 


下 面 给 出 对 称 或 反对 称 张 量 的 另 一 充 要 条 件 。 

命题 1.1 ETV) UMU + 是 对 称 张 量 的 充分 必要 条 件 是 ， 
它 的 分 量 关 于 各 指标 是 对 称 的 。x 是 反对 称 张 量 的 充分 必要 条 件 
是 , 它 的 分 量 关 于 各 指标 是 反对 称 的 。 

证 明 ЖЕ V 的 基底 |e1,…,e,|, 则 当 xx 是 对 称 张 量 时 , 任 


2 оС ф(г), wi = (e*n, e*t) = or(e и, е") = 
(е, нето) = то 反之 亦 然 。 

4 x 为 反对 称 张 量 时 , 任 给 o€ glr), xit (ей, е, 
е“) = зр по‘ ох(е" й, =, e*%) = seno х (ео, =, ela) = 
sg по * хау” дг ЛА 

015 设 了 是 二 维 矢量 空间 ,基底 是 lei,ezl,zE Т°(У),Ш x 


= х!!е|@е + хе: ез + хее + x2 e, @ ex, # x 为 对 称 的 反 
1 2 
变 张 量 :x = ox, 取 v = Ë 下 W Ponle“ e*t) ое", 


е2) = х(е* 00)" 202)) = y(e*?, e*l!) =x, AH x? = X2, # x 


1 2 
为 反对 称 的 反 变 张 量 :4 = sg notor Ma =L | sg no = 一 1, 这 
时 ,x2=x(e*l,e*2) = = gile" ee —х(е*°%),е*°2)) 2 


х(е*?,е*!)= – х1, A x= -xo m х!!=х(е”*”!,е*!)=- 
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ох(е*1,е*1) = —x(e*!,e*l)=- хи. xu=0。( 注 意 : - ох 
(e*l el) -x(e*?,e*?)) 
任何 一 个 张 量 都 可 以 对 称 化 或 反对 称 化 。 事 实 上 ,对 xET- 


(V) ,车 定义 对 称 化 算 子 S Ca) = ү У ох 和 反对 称 化 算 子 4， 
(x)= У seno*ox, 则 x% 在 以 上 两 个 算 子 的 作用 下 成 为 对 称 张 


c€ gp(r) 
ала JANTEN, 
定理 1.2 设 P'(V) 为 全 体 对 称 的 + 阶 反 变 张 量 的 集合 , A” 
(了 为 全 体 反 对 称 的 r 阶 反 变 张 量 的 集合 。 则 


P'(V) = S(T'(V)),A'(V) = A(T(V))。 


证 明 首先 , 若 xETr(Y), 则 对 任意 的 rEep(r) 有 :r(8， 
AS а S,(x) 因 此 ,S,(x)EP(V) 即 S.(T'(V))C 
P'(V)。 


r(A.(x))= + seno * z ç ox = d > senr'sgmnroa)j' rs。 


Д, вЄ (т) 


с(х) = sgnz ° 1 rL 2 Bn re sG)roo(x ep А, (х). ВЖ, А, 


(х)Є Л" (ш A,(T'(V))c A'(V) 

男 一 方面 ,容易 证 明 , 对 称 张 量 在 对 称 化 算 子 作用 下 不 变 , 反 
对 称 张 量 在 反对 称 化 算 子 作用 下 不 变 。 因 此 ,PCTY) = S. (T ' 
(7)), Л"(И) = А,(Т'(И)). 证 毕 。 

以 上 关于 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 讨论 同样 可 用 于 协 变 张 
量 ,全 体 对 称 的 + 阶 协 变 张 量 的 集合 记 作 PP(V”* ), 全 体 反对 称 的 
r 阶 协 变 张 量 的 集合 记 作 人 和"(V* )。 


4.2 外 代数 


反对 称 的 r 阶 反 变 张 量 称 为 外 > 次 矢量 ,空间 入 '(V) 称 为 V 
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上 的 外 7 次 矢量 空间 ,约定 人 1(V) = V, AV) = 下 ,容易 知道 两 个 
外 矢量 的 张 量 积 不 一 定 是 外 矢量 ,但 利用 反对 称 化 算 子 4, 就 可 使 
之 反对 称 化 ,因此 有 外 积 运算 “人 ”。 
定义 2.1 ЕЖЕ 7 是 外 ! 次 矢量 。 命 
ENE А1069 7) = ЕТТ 2; sg no * o (ë Q 1) 


s€ Ф(к+1) 


可 见 E 入 7 是 反对 称 的 (+ 2) 阶 反 变 张 量 , 即 外 (5+ 71) 次 矢量 。 
定理 2.1 外 积 “* 和 "适合 下 列 运 算 规律 , 设 Е, 5,56 A! 
(У), pop mE ACV), EE Atv), W: 
O ЖХЕ@#.(ё&+&)Л у=&Лу+&Лт],&Л (+ тр) = 
Am +£ Л то 
© 反 交 换 律 :& A7=(-1)57 Ле. 
© 结合 律 :(& 7) 人 8=EA(n Ле). 
证 明 O 由 于 张 量 积 和 反对 称 化 算 子 А, ,都 是 线性 的 , 故 
分 配 律 显然 成 立 。 
© 因 & 人 7w 是 反对 称 张 量 。 对 任意 的 rE p(k+1) 有 :Tt(& 
Лу) = sg nE 人 7 因此 ,& Лу= sg nr*Tt(€ Лу). Ж 
l ses k k+l > k+l 
1+1 > I +k l s 1 
则 sg nr = (一 1)*。 对 任意 的 v*!,…,v*4+1€E Vy* 有 
EA nv ls, vt) С) ЕЛ (о 0) vo* (kt)) 
(CT У 


= (k + Пей е. запо "(29 1) [et (rn) 
(-1)& N *r(1) «(Ж жй 
k АЙА Уй у*т* тб» , 
*т(®+ 0) 


“ТЕ + D. } psor (0790) ео p*r). (o*a (k+1) ， 
. бЄф(К+ 
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* orlk+l)) 


-v 
4-1)” S3 ( *a(1) ， ааа *o(D) ). ( *0(1+1) 
= (Е + 1) едр СЭ? 7 а Ft š ч ; 

ь*вЧ+®Ю) 


=(-1)% Лё(ъ 1, о) E Ат=(-1)*% Nes 
© kutl. př ptt ... př htl ЛН А алк wv* htith 
Є" (ЕЛ у) Л (0 "1, p” +18) 


рн °$% 
(А +I + {ве (ha B) 


б Е](в*1 нА) 


seno * ти sgnr z ( 6 @ 79) ) 


КЕ 
тє +) 


1 1 5 5 я Ран 
“(К+ +Һ)\ (ЕЁ+ 1)! е єй йыр ET :nr 0° r (£ @ NO 


2) (0*1, 55,01%) 


1 1 ҳл x жа°т(1) 
= CE < sgno ° s, T v И ‚С, 
(ЕЁ+1+Һ)\(Е+ 1) 1 ос хе ф(®+1) gnré ( 
‚*азт(® ү, ‚*в°г(Е+1) ... *о°т(Е+1) ү. #а°т(Е+1+1) 
v ) (о ЖГ. Са , 


р *9°(к+1+ 0) 


1 ХУ 
= уур 21 sgno 
(А+ 1+ В) 1 осей 
р" у (рес 0) ... ортеке 


.2(0* 00) туз ve ml 


注意 ,最 后 一 步 “9" 求 和 写 开 后 ,每 一 项 seno * sgar (oD e, 
0* or(k)) š ya t EE, e, a Я E (pë eTel 


оО А (Е 1) 项 是 相同 的 ,等 于 


+90), о, 00) жо(Еж1), ©, 0* +0 ) бё 


seno E(w “7(v 
ы ue „*о(Е+1+ hy 因此 ， 
(ë Л 7) A £ = ањл 7 @ £). 

148 


同 理 ,& A(7 ЛЕ) = А,. 1.069796). ВЕУ. 
证 毕 。 

推论 2.1 © #£,7€ V= A!(V),MJ£€A7=-gA6. EA 
<=7A7=0, 一 般 地 ,如 果 一 个 外 积 多 项 式 含 有 两 个 相同 一 次 因 
子 必 为 零 。 

© 若 |e1,…,e,| 是 VV 的 基底 , 则 ei Ме Ле = А, (е @ 
ва) =, п), ДЯ =, ARAR а As À 
ei 才 不 为 零 ,而 гоп 时 ,指标 гт, 必 有 重复 者 , 故 ei AA 
е; = 05 

© Є Л'(У)Н = е 9-е, Д: 8 = АЕ = 的 
А,(е 99е) = е Л Лер 

可 见 ,次 数 大 于 п 的 外 矢量 都 是 零 , 即 和 '(V)=0 (г> п). 
ПМ геп В, ё= л! „е A.A ei ,这 是 由 于 全 关于 
上 指标 反对 称 的 缘故 。 

例 1 ECAV), ИНАЛ је, ез, езі 
Ё = х12еу Лез + хе Л ез + х21е Ле + х23е Лез + хез Ле + x2 
ез Л ез 
= хе Лез + х1 Зе Лез + (– х12)(– 1)е Ле + x2 e, Л ез+ (-– 
х12)( – 1) е Лез + (– x2)(-1)e Лез 


= 2(12е Л ез + хе Л ез + хе Лез) =21 У ће; A е, 


i <i 


命题 2.1 о", e v "ЖУ РЕЖ -个 元 素 , 则 


* * 1 € % 
е; Л" Ле; (v С Э F; sg no’ < e; , о a) s sess < 
1 r JE 1 
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< e; 0” > < ein > 
1 |< eiv“! > < ер, > 
Р. шз. аа. сш 
*1 к xr 
< ё; x: > < @; >t > 


上 式 称 为 的 入 Ы Л ei 的 求 值 公式 。 
特别 地 ,ej Де Д e; (ел Л Ле”) =- der( < e; e*l > ) 


=з 
其 中 
LO Sirei IAWR jeej lÆ lii RHEAN 
015 =\-1 Ж, ERARE jeej Elie i AHA 
0 HARY 
称 为 广义 的 Kronecker 符号 
命题 2.2 "r< n 时, 入"(V) 的 基底 是 |e; Л Ae. 1< i 


< <i =<nlo 
证 明 Ж геп е Л Ле, (ет, е^") = 天 0 因此 ,elA 
ee е„&0, F геп, Яе Л Ле lgi < i < n|##E 
相关 , 则 有 不 全 为 零 的 数量 аз КЄ Р 
2 е A == Д е = 0 


Isi < <i en ! 
不 妨 设 其 中 一 个 不 为 零 的 数量 是 ол 1р < i < n. 假定 
与 它 相 补 的 指标 组 是 ki < … < k... MÆ J 7 Jo ЕЁ,» 
kn- 汗 是 |1,…,n| 的 一 个 排列 。 用 ek Л Ле. ЖЕ: 
ahi hej A= Д е A er, К.Л ep: = + «Ле, Ме Ле, = ОТИ 
ah = 0,28 Юе, As Ле l< ii < < Lsn ERHET 
K EMRA VER, IRESE A V) HER E 
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r n! 
Cr = г\(п - r)! 


例 2 设 矢量 空间 V 的 基底 是 |el,es,e3| 则 人 *(V) 的 基底 是 
leee Ne, en Ae) H CG3=3 维 矢量 空间 。 人 A 人 3(V) 的 基底 是 
[е Ле Лез, C3 = 1 ERES [8], 

定义 2.2 НЛ(У) ж Л "(У) (г=0,1,:--, n) Ж: 


ЛОИ) = ЛС) = ЛСР) а-о Л"), WAE Сї + С + 


+++ Ca = 2" 维 矢量 空间 。 八 (V) 中 任何 一 个 元 素 w 可 唯一 地 表 
ЖЕ w = to + и + + w, Ж шЄ A:(V)(i=0,1,--,n)ë ë 
= Уе, у= Ур, £ fln 的 外 积 是 
Лу елу A+A + + Лү ++ Л 
+ Лв Amo MJA(V)X РУМ у – АК, У 
量 空间 了 的 代数 或 Crassmann 代数 。 

矢量 空间 八 (V) 的 基底 是 |1,ei(1<ign),e; Ле (<i < i 
<n),…,elN\:…ANe,)。o 

例 3 设 V 是 R 上 的 三 维 矢量 空间 ,| el,e,,e3| 是 基底 , 则 
A(V)=A%V)@A!!(V)@ A2(V)G@ 人;(V)。 基 底 为 11, el, е, 
ез,еу N е›,еу Лез,е A ез,е Лез Л ез| ZE 8 З] 25 [8], 

同样 ,我 们 有 对 偶 空间 V * 的 外 代数 : 

AWEDA А'(У*) 

ANV ) 的 元 素 称 为 撩 量 空间 V 上 的 ;次 外 形式 ,这 文 在 下 一 章 外 
微分 形式 中 要 用 。 

É F: У W E: JA X Br Z [Н] V 31] W 的 线性 映射 , 则 FF 诱导 出 


IERSE A (WRA (V ) 的 线性 映射 F : 设 gE A'( W") 
对 任意 的 (Vi,…,V,)EV, 命 
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F* (Vis, VW) = ФОРСУ, ЕСИ) 
则 容易 证 明 FERE, ЕН F* 和 外 积 运算 是 可 交换 的 , 即 有 
定理 2.2 Ш :TY 一 多 是 线性 映射 , 则 对 任意 的 oE Л” 
(И) € At(W*)#:F'(eA2)=F*eAF°* ф 
证 明 注意 到 F" (g A y) 是 Vx…xV 上 的 线性 函数 ,对 任 


r+ f 


意 的 v1,…,v,; ;EV, 则 按 定义 


Е* (ФЛф) = ФЛ Ф(Е(о), s Е(о,.,)) 


1 
а sgno @ (F (waas tts F (sao) @ (F 


(vit ns Fv А. 


ар 


=, e F”pC taa) s don) FYC tatry) 
56 Wt 

= Е" ФЛЕ" (v, vs) ЮКЕ“ (ФЛ) = Е" eA F° 
Фо ХШ Е" g€ Л"(0"), Е" C A*(6*)o 

外 代数 与 行列 式 的 密切 关系 还 表现 在 下 面 的 命题 。 

命题 2.3 и, СУ, ш, ,wi 为 它们 的 线性 组 合 : 
wi = X tvp Ш Л A ш = de(0)o Л Лоо 

我 们 举 下 例 来 说 明 这 个 命题 的 正确 性 。 


例 4 设 
| s: | h B ; 
и) À Jl 


w À wz = (10у + tiva) Л (tivi + дъ) = (t! t} — 太刀 )o Au 


ti 


1 

| vi 人 vz。 可 见 ,两 个 外 矢量 只 差 一 个 行列 式 因子 。 
2 
设 了 的 基底 为 jel，…enj, oocEyY 且 


1 

2 
命题 2.4 
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则 


BAA = 5 GE sai СА e Л A ei 
Р 


lsi < <i <п 
1 p 


证 明 wA…Aw= Š 
R v, A Ayp E A?(V), 但 A*(V) 的 基底 是 

e Л Ле Пепел) 
因此 ,必需 把 上 式 求 和 项 中 不 为 零 的 任意 次 序 的 外 积 e 人 … Л е, 
变 成 标准 次 序 外 积 e A 人 ei (Ci <… < 记 )。 因 而 我 们 在 计算 
AR S ERAU, n) PER p TR: i <… < 已, 再 把 这 
p 个 数 任意 排列 ,因此 


vA Лор = У} ( 2 sgno titg) ед Л Ле 


lsi <се<ї sn a€ (p) 


„йе, ЛЛ ĉi; 


Ë se 35 
= en ЕСТИ e Ле 
15 Хе? tb 
即 求 和 项 中 行列 式 的 取 法 是 从 矩阵: 
ñ =< й 
中 依 列 
й to 


的 顺序 任 取出 p 阶 行列 式 , 共 取 出 C4 个 行列 式 。 


| o ga 
< 01 u t {ү 

15 了 的 基底 为 el,e,ei|， =| „|| 
k 
2 5 t b 

ез 


по п g п ti 
WJ v Ло = el Лез + е Лез + ea Л 
1 2 1 3 ` 2 3 
5 t L t t t 
ез 
ti tp 
= рУ i . | êi Nei o 
Isi <i, <3 t3 15 1 2 


以 下 讨论 几 个 很 有 用 的 命题 。 
命题 2.5 VB AB I, p 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 内 
和 A… 人 四 0 
证 明 充分 性 。 # ww 入 … 人 和 攻关 0, 由 命题 2.4, 和 矩阵 (如 )(i= 
L, p a len nta зр BP Y yu: 
tio … oth 


„0 


即 矩阵 ( 芭 ) 的 秩 为 p, 这 说 明 ооо, 线性 无 关 。 

DEPE Жоо, REEK, WER) =1, p j= 
1,…,n) 秩 为 p, 故 总 有 一 个 上 述 的 p 阶 行列 式 不 为 零 , 因 此 ,wv 人 
“Nv, #0 


命题 2.6 Æ wp, w, 是 了 的 另 一 组 基底 , 且 u; = Уне 

(1= 1,5", п) аЛ Ла, = de ()e N Ле, 
这 是 命题 2.4 的 直接 推论 。 

定义 2.3 若 命题 2.6 中 deli) >0, 则 说 的 两 组 基底 | el， 
…,en| 和 | wi,…,wa| 的 定向 是 相同 的 ,或 称 |e;| 和 |w| 这 两 个 基 
底 是 等 价 的 ,并 称 它们 属于 同一 等 价 类 。 

显然 ,矢量 空间 V 有 且 只 有 两 个 等 价 类 。 所 谓 定向 的 矢量 空 
间 是 指 带 有 一 个 等 价 类 的 矢量 空间 。 
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定理 2.3 (Санап 引 理 ) 设 v,e, р шу, т, w, 是 了 中 的 两 
KE IE Yu Ло, = 0, 若 b," 线性 无 关 , 则 w TRH 
viv 的 线性 组 合 (a = 1,…,r) 且 表示 的 矩阵 为 对 称 矩阵 。 


证 明 因为 ww,…,vw 线性 无 关 , 可 扩充 为 了 的 基底 : 
i wo = Da + У aa, B Riz 


| 


uW 


° 
"I 


£. f. n 
人 \ чат 

> QagVa A vg + >, 2; ай A Vy 
,B=1 a=l p=r+l 


Lg n 

= БУ ) A у У Л 
= 一 / Сп 7 а v 28 十 J j “od v 
( aß Ва 2 Va В Р айгы ae үл 


leacher 
由 于 1vi 作 vw,l1<i<j<n| 是 人 (VV) 的 基底 , 故 ag- aa = 0, В aq 
=0。 因此 ,ws = X ang vg B. a = qu, 即 表示 矩阵 是 对 称 矩阵 。 


ШЕ. 
$5 光滑 张 量 场 及 其 Lie 导数 


É M 是 m 维 光滑 流 形 ,M 在 点 x 的 (p,g) 型 张 量 空 间 
T(x) =TM Q QT,M QTM @ QTM 
—— — 

q 


P 
=L(T/ M хх T. MxTM x' x T. M; R) 


q 


记 Ta(M)= ОТ) 
定义 1 光滑 流 形 M 上 的 一 个 (p,g) 型 张 量 场 + 是 指 映射 
r:M— (M) 
х->т(х)Є Тї(х) 
张 量 场 т 称 为 光滑 的 ,如 果 对 Y xE MM, 存 在 M 在 x 的 局 部 坐 
标 系 (U,x'), 使 zt 的 局 部 表达 式 
155 


r| =r. l -TOS 87 
U ПАТ E 


TOig di 


А гү, 
ает e G= (Dao 

M Е(р, к E i(M), 特 别 地 ,M 上 
光滑 的 (1,0) 型 张 量 场 就 是 M 上 的 光滑 向 量 场 ,于 是 z0( M) = .2' 
(M) 

例 1 M ERRASSE C”(M) 的 微分 df 是 光滑 的 (0,1) 型 
KE. EXE, Y x€ MM, 设 (U,x') 是 局 部 坐标 系 , 则 


_9f i 
Ф "š =, 


BF EECV), BDI dfE т9(М). 
W A'(M)= т%(М) 

例 2 光滑 流 形 M 上 每 点 的 切 空 间 上 的 恒 同 映射 id: TM 一 
Т„М,хЄ М 给 出 了 流 形 M 上 的 一 个 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 r,r E 
义 为 

r(x)(a, X)=a(idX)=a(X), VY(a,X)ETIMx T.M 

显然 r(x)E TI(x)( 它 是 二 重 线性 函数 ), 又 因 


r(x)( dx: 


el. аа гара 
Оаа =з] 


х 


5 
237 


cà | 
r(x) = 0/5 @ ах' 


x 


所 以 r(x) hI RRON SHKO, n 可 见 rE TiM). 

3 若 在 光滑 流 形 M 上 每 点 x 的 切 空间 TM 上 给 定 一 个 线 
性 变换 A(x): TM— ТМ, M 上 给 出 了 一 个 (1,1) 型 张 量 场 
A,A 的 定义 是 
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А(х)(а,Х) = а(А(х)Х) 
因为 4(x) 是 Т; Мх TM 上 双 线 性 函数 ,所 以 A(x)ETI(x)。 
ER хЄ M 的 局 部 坐标 系 (U,x'), 则 可 邻 


9 ЗЕ 7 
Alx) K x ü КЫ. ; 


Aladi] | )=Ф AGa) )= аба) 


x 


A(x) = а}(х = 


x 


一 般 说 来 ,4 ай, БА aj 在 每 个 U 上 光滑 。 
定义 2 映射 
т:А (М) х хАЧМ) х.#(М) х x Z(M) —>C”(M) 
р 9 
称 为 p+g 重 C~(M) 线 性 的 ,如 果 对 yf,g€C”(M),Y;€ 
LM) ,BIEA'(M), 
rla!, ai! fa +g Bi aitt ss а" Ху.) 
= 十 gr(al all 8: А 
attl sssysab Жүз Xa) 
{<ї<р 
Рат, аР, у, е X. fX + gY,, Хуу, X.) 
=fe(al ss а? Ni te XJ) t BE ab Nh, Жул» Y; 
Хате) 
其 中 1<j<g。 
定理 1 p+g 重 C”(M) 线 性 映射 
т:А (М) х x A(M)x LM) х x ZM) >C”(M) 
ыу не т, S амри 


p q 
在 M 上 指定 了 一 个 (p ,4) 型 张 量 场 。 
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证 明 ”只 须 证 明 (p,g) = (0,1) 的 情形 ,其 他 情形 的 证 明 类 
似 。 设 有 C”( MM) 线 性 映射 
tr:2(M)>C”(M) 
定义 r(x) 如 下 : 
r(x)(X,)=(z(X))(x),V x€ M 

(1) 先 证 明 r(x) 的 定义 与 X 的 选取 无 关 , 只 与 XX 在 x МИНА, 
有 关 。 

i YELM), (E Y| u= X|, EF UH a 的 某 个 邻 域 , 任 取 
xoE UU, 则 有 的 xo 的 邻 域 了 ,使 мє Vc Vc U RV 紧 致 ,于 是 存 
在 函数 f/E C”(M), 使 flv =1,fly、 v=0, 于 是 

/(Y- X)=0 
H T r(0) = т(0,0) =0r(0) =0, 所 以 
0= rt(f(Y- X))=f<=(Y- X) 
tr(7)1ly= Tt(X)1y, 特 别 地 zr(Y)(xo) = rt(XX)(xo0), 由 xo 的 任意 性 
r(7Y)|w =т(Х)|, 


设 ( U,x) 为 局 部 坐标 系 ,那么 ,由 上 述 证 明 ,zr(3) 是 确定 的 
局 部 光滑 函数 。 令 


{| к „йд ©) 
x 


9 
' д 
т(Х)(х)=&(х) r(x) 
x 
所 以 (Хх) (х) АНЕ &(x) 的 值 , 亦 即 X. 的 值 唯一 确定 。 
(2) 任 取 xo€ M, Y xo€ Т, M, FETE XE ZUM), Е Х, = Xo, 
FE 
t(xo)(Xo)=(r(X))(xo) 
H т(х0) 9 T, M 上 的 线性 函数 , 故 т(хо) ЄТ, M, BI +€ ТМ) 
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在 x 的 坐标 邻 域 ( U ,xi) 下 ,r(xo) = e(z) (5 


) dx: 
Xo х0 


= r( Go) d 
ОХ 


% 


其 中 Xo = U, 所 以 有 


9 
Xi 


tr) =r( -一 )dx: 
U 


又 由 于 e(25)€ C"(U), 所 以 是 光滑 的 ,证 毕 。 
设 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 , о 是 X ХЕЖ ЖШ Еі 
导 的 局 部 单 参 数 可 微 变换 群 ,x C U, oy, 过 x 的 轨道 y.(i) = 
@(x),Ë T g,:U> p (UEM EE, ilor) s: Ty) M> T.M 
K e; Toi) M> Т; M 都 是 线性 同 构 , 定 义 线性 同 构 
ф,:Т(ф,(х))—>Ту(х) 
如 下 : 
IEY EYADE Т(у, (1)), 1:1 <е( е 充分 小 ,使 
y, GL )€ U), £ 
$ (z(y. (r()))(al(x),".aP(x),Xi(x), Xx)) 
= г(7,(2)) (фу!) "а (а), ""*, (фі!) “ а (ж), (9p) X(x), 
Cpi) X (x)), 
其 中 
ба (ж) а (x), б) о X (x)) € TMx x TEM x 
p 


p 
则 Cr) ETa) НН r(Cy:(i)) 唯 一 确定 的 。 命 
(br)(xz)=@(r(ys(t))。 
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定义 3 设 X 是 MM 上 光滑 向 量 场 , p, 是 X 诱 导 的 局 部 单 参 
群 。r 为 M 上 光滑 的 (p,q) 型 张 量 场 ,极限 


证， (фт)(х)-т(х) 
t 


t>0 


称 为 z 沿 X 的 在 点 x 的 李 导 数 , 记 为 (Lxr)(x)。 
定理 2 李 导 数 Ly 具有 下 列 运 算 性 质 
(1) 807, ЯЯ] утү,г;Єт(М)АЄК,Н 
Lx( zi + Ато) = Lxri + Аус); 
(2) ЖйтЄт,(М),т,Єтү( M) , WI 
Іх(т197т2) = Lyzi т + T18 [атоо 
证 明 ”由 gq, 的 线性 性 及 定义 3 就 可 直接 得 性 质 (1), 又 由 g， 
的 定义 不 难看 出 
(Ф,(т1@т›))(х) = (Pr) (х) (Ф) (x), 


所 以 有 


Cx (ri@ ra))(#) = а 000299200600 — (nie е) 


{Фай е (0) 


" ri(x)@(Ó,(zo)(a)- зар) 


t 


=(Lyri)(x)8T2(x) + тү(х)@(ус›)(х)ь 
012 оЄА!, ХЄ.2(М), ҮЄ.2(М), WA 
(уо) (У) = Х(о(Х)) – (Х,У). 
证 明 设 X 诱 导 的 局 部 单 参数 о, , N 
(bw)(x)= Bo p(x))= prw( p(x)), 
ш (Pe) Cx) - w(x) 


(Lxw)(x) =li 


》 


0 t 
aik фг®@(ф(х)) — wlx) 
ШЕ”; t i 
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(Со) а) = (оо) CF) = lim PE -ot 


3 (e@/e(@(x))(Y, - Cpr) Үр) 


= 11 


t 


+lim T - w(x)(Y,) 


= – (w(LyY)(x) + lim Co Ons) – (w(Y)(x) 


= – (w(LxY))(x) + (Х((Ү)))(х)ь 


更 一 般 地 ,有 
定理 3 K XC .2(M),a Em(M), 则 对 YY Xi,…, Х, Є 
.2Z(M) 有 
(о), АЛ =Alle) - а(х, СХ, 
Kl 
ИЕН VxEM, 设 X 在 x 的 邻 域内 诱导 的 单 参数 为 w ,p, 诱 
导 的 线性 同 构 为 @ :79(p(x)) 一 ~7%(x) 于 是 有 
(@a)(Cxz)CECz) , X, (x))-a(x)(X(z),- X (xz)) 
= (фе )(х)(Хү(х)-(фг!)„ Хү(ф(х)),Х»›(х),,Х,(ж)) 
+ (Qa) x) Cor) Хү(ф(х)),Х»(х),,Х,(х)) 
-al(x)(Xi(x), =, X (x)) 
=(ba)(x)(Xix)- (G7): Xi( p(x)), X(x), =, X, (x)) 
+(a)(x)((@;!), Хү(ф,(х)),Х›(х)- (фр!) (Ф 
(x)),X,(x),--,X(x))-a(x)(X((x),- X (x)) 


= (фа )(х)(Х(х) – (фг!), Xi( p(x), X(x), =, X (x)) 
+ (фа) (х) (Cor!) Х,(ф,(х)), Kx) – (Ф). (Ф, 
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(ж)),Хз(х),-,Х,(х)) 
PES 
+ (фа) (х) ((фг!). X I(@(x)),-, X (x)- (фг!). X, 
(@,(x)) 
+(ba)(x)((@/!), Хү(ф(х)),,(фг!)„ Х,(ф,(х)) 
—a(x)(X (z), , X (x)) 
注意 到 Jim( or’). = id: Т,(М)— T.M ,是 恒 同 映射 ,所 以 limb, = 
:TI(x) 一 TI(x) 也 是 恒 同 映射 ,再 注意 到 
(фе)(х)((ог!)„ Х\(ф,(х)),,(фг!)„ X (@,(x)))— a 
Са) E(B) 
=(@e(@,(x)))((@;/!), pz) (фг!). X (@,(x))) 
—e(x)(X (x), , X (x)) 
=@(ф(х))(Ху(ф,(х)),,Х,(ф,(х)))-е@(х)(Хү(х),, 
X,(x)) 
= (а(Ху,""", Х,))(ф,(х)) – (а(Х,"-", X.))(x) 
= (Ф (а, ,X.)))(z)—- Сау", X.))(x), 
而 且 由 函数 a (Xi, X Wr X fE x 的 李 导 数 的 定义 


бе (pi (а(Х,"*, Х,))) (ж) – (а(Ху,"-*, Х,)) (х) 


10 


L 
=(L.(a(X i, X )))(x)= Xa( Xl,…,X,) 


所 以 有 


= = (а(х, СХ, Kl, XO) + Xak Xi sX) 
即 | 
(Lya )(x)(Xi(x), =, X (x))=(Xa( Xi, X,)- 


PE EERE R 1,5, 0) 0а) ЗЕН, 
162 


第 五 章 ”外 微分 式 


本 章 介绍 微分 流 形 上 外 微分 式 的 概念 ,以 及 外 微分 式 的 微分 
和 积分 的 基本 理论 。 


$1 外 微分 式 


设 M 是 m 维 光滑 微分 流 形 , 每 点 p € M 处 的 切 空间 Т,М 上 
的 r 次 外 形式 空间 为 人 "7XM, 记 
N(M*)= U МТМ 
称 M 上 光滑 的 r 次 外 形式 场 为 r 次 外 微分 式 。 
定义 1 设计 是 光滑 流 形 , 如 果 映 射 
rz:M—A'(M*) 
使 对 YVpEM K p 的 局 部 坐标 系 (U,x'),rt 的 局 部 表示 
ro= 0 тб ЛЛ dx, 
的 分 量 с... 在 p 光滑 , 则 称 z 为 M 上 的 一 个 r 次 外 微分 式 。r 次 
外 微分 式 的 全 体 记 为 4(MN) ,特别 地 , 记 ACM) = С®(М). 
命题 1 设 rE4(MNH), 则 函数 
(1%, Х,) (р) = т(р) Xip) "+, Х,Ср)) 
XY X EZM) Æ C~(MM) 线 性 ,反对 称 的 , H z(X i... X ) Є 
СМ). 
证 明 + 是 r 重 C”(M) 线 性 且 为 反对 称 的 直接 从 定义 可 看 
出 。 至 于 tr(X，,…,XX,) 的 光滑 性 ,可 设 在 坐标 系 (U,x') 上 
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于 是 
её! 
В Җ д д 
(Хе, ХӘ! =, 2 ra 22 Ë. š 
Er Er 
9 9 Р 
由 于 r( 和 о, = G; | СС" (U),# € C* (M), P) т 


(Xie, X)C C°(U),H T U 是 任 取 的 坐标 域 ,所 以 有 z(X,, 
=, X, EC” (M)o 

反之 ,从 第 四 章 $4 定理 1, 就 有 

定理 1 若 映 射 zr:.%(M)x…x.2%(M) 一 C”(MM) 是 r 重 


С° (1M) 线 性 ,反对 称 的 , 则 r 在 M 上 定义 了 一 个 r 次 外 微分 式 r， 
使 
r(p)XX((p),-:,X(p))=(z(Xi,--,X.))(p) 
其 中 X.(p)C TM.1<A<r,X C.2(M)Ë Х,(р)Е M БЕЖ 
例 1 设 aE AM), Ж а:.#(М)х.#(М)——>С°(М)Ш 
F: 
a(X,Y)=X(a(Y))-Y(a(X))-a([X,Y]), V X, YE. ZM) 
证 明 a € А?( М) a 的 局 部 表示 。 
证 明 ”从 a 的 表达 式 看 出 a 是 反对 称 的 对 VE c= (M), 
a(fX.,Y)=fX(e(Y))- Y(a(fX))-a([/X,Y]) 
=fX(ae(Y))-(Yf)a(X)—- fY(a ( X)) 
-a(f[ X,Y]-(Yf)X) 
=/(X(a(Y))- Y(a(X)) -a([X,Y])) 
=fa (X,Y)。 
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同 理 a(X,fY)= fa (X,Y), pce 
在 局 部 坐标 系 (U,x') 下 ， it aS = Gs 则 


J) а дх; 


a(i- 


Ix Ix Әх! Әх” 
因此 
-31 Уа 
а => к, A dx 

D o 

= pait A dx 
_ ул i 2 А 
2 AEF Л ах. 


ts nkuna 
中 是 封闭 的 ,两 个 外 微分 式 的 外 积 可 借助 外 形式 的 外 积 逐 点 定义 ， 
И £C А (М), Є АМ), (Лу) (р): = (р) Alp), W EAE 
A+ (M), FEA 

定理 2 设 M 是 m 维 光滑 流 形 , 记 ACM) = @ ACM) 
4(M) 中 有 加 、 数 乘法 和 外 积 运算 ,它们 具有 分 配 律 ,结合 律 和 反 
交换 律 ,因而 4A(MM) 成 为 一 个 外 代数 。 

设 M.N 分 别 为 m 维和 nn 维 光滑 流 形 ,f: M> N 是 光滑 映射 ， 
SHAFRAN) >AM EXN 

СС а) Х,„))(р) = atf) (Fs alp) afa X. 
(p)), 
YpEM, Y X% C.2(M),1<A<r, 8 

了 

定理 3 设 M,N 分别 是 m EM n 维 光滑 流 形 ,f: М 是 光 
滑 映射 , 则 对 yr 二 0,f* :4'(N) 一 4'(MM) 是 线性 的 ,上 且 对 YEE€4 
(N),7E4(CN) ,有 
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SF CEN =f ENf 

证 明 直接 应 用 外 代数 相应 的 定理 即 得 。 

例 2 设 f: М N 为 光滑 流 形 间 的 光滑 映射 cE42(N), 设 
(U,x') 为 M 的 一 个 局 部 坐标 系 ,(V,y ) 为 NN 的 一 个 局 部 坐标 系 
且 f(U)cV, 于 是 映射 f 在 U 上 局 部 表示 y* = yll, a), S 
а<п (т 和 分别 为 M 和 NN 的 维 数 )。 设 


а|у= Dawdy A ду, 


ЖУ” alu 的 表达 式 


ж НТ 
дх 
所 以 有 


U = Daaf” ау“ A 为 ， ау? 
a<b 


` Б ду“ LT A dy 


yab i - 
24 у Iai дұ! 


Ixi gw 


azb 1) |92 Әу? 
дх! дх/ 


82 外 微分 及 de Rham 上 同调 群 


本 节 先 介绍 外 微分 式 的 微分 。 
定理 1 i% M E m 维 光滑 流 形 , 则 存在 唯一 的 映射 L:4(M) 
一 4(M), 使 АА (М) САМ), йд 
(1) ЖЕ а, ВЄА(М) 
d(a + В) = da + 48 
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(2) e€ A (M), 则 
dla AB)= daAB+(-1)'a Л 48; 

(3) 对 VfEA"(M)=C”(M),df 是 f 的 微分 

(4) 对 Ya€E A(M),d?a = d( da) = 0 
ËR d 为 外 微分 算 子 。 

证 明 1° 若 上 述 外 微分 算 子 存在 , 则 d 有 局 部 性 , 即 a ,BE 
A( MM) ,如果 存在 开 子 集 Uc M 使 zly=Blv, 则 daly = 481; ња 
满足 (1) ,只 需 证 VwE4(M), 如 果 wlrv=0, 则 dlv=0 

ER pC О, н M 局 部 紧 致 ,存在 开 集 У, p€ Wc Wc U 
HW 紧 致 ,于 是 存在 函数 h€ C<*(MN) ,使 

hlw=l, Һ\уур=0, 
从 而 hv€ A(M) 且 ho=0, H d 满足 条 件 (1), 所 以 
40= d(0+0) =2d0, 于 是 40=0, 由 d 满足 条 件 (2), 所 以 
O= А(ло) = dh Л o + hdw, 
从 而 dw1w=0, 特 别 , dwl, =0, H p 任意 , dwlu =0. 

d 的 上 述 局 部 性 意味 着 d 可 作为 4(U) 上 的 外 微分 算 子 ,这 是 
因为 对 aE€ 4(V),YpEU, 存 在 p 的 邻 域 VCU 及 a €4(M) 使 
aly=aly, 令 (da)(p)=(qz)(p),d 的 局 部 性 意味 着 上 述 定义 与 
а 的 选取 无 关 , 且 d 满足 (1) 一 (4)。 

设 <cE4(0MN) ,CU,z) 为 任意 一 个 局 部 坐标 系 ， 

alv = Tadi Л A ах" 
HP о EC”(UV), 由 于 和 NEC”(MM), 所 以 由 (4) 得 d( dxi) = 
0, 且 由 条 件 (1) 一 (4) 得 
da Iy = dla 10) = dai, Л dx Лс A dxi 
до; і 


уа Доо» i 
= э A аЛ Л dx, (2.1) 
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H da 在 任意 一 个 坐标 域 U 上 的 局 部 表达 式 是 唯一 确定 的 ,所 以 d 
是 唯一 的 。 

2 下 面 证明 外 微分 算 子 的 存在 性 ,对 yaE€ A'(M), 设 (U， 
x ) 为 任意 一 个 坐标 系 , 设 


aly= L a; „i dx’ A A ах“, 
ri t 5 
定义 аа, 


1 дар. š ; 
dalu= jo ор Ф Л ЛЛ da'o 

(2.2) 
要 证 明 上 述 doly 的 定义 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 设 (Vo,y ) 为 男 一 
局 部 坐标 系 ,V 站 U 关 $B, 坐 标 转换 函数 为 


yi =y (at, a"), 


а опу = афу" Д == Д ау". 

l. Зу буу. і 
= 1141-4, эу 9,9% Л A ах", 
由 于 ае За i…i 关 于 下 指标 均 反 对 称 的 ,所 以 有 


J. W LO дм” 


于 是 有 
Ja jij, А 4 X 
эу Ф N ФЛ A de, 
да; ...; Ja > 3 С | А 
= L |P ү ©. ys йа 8 
< ay Әді дәй ВЫ i dead 


= Вун њоли R QA A. A d 
кашы” аф Ñ == N dh A А dé, 
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2 уң ИГТ" 
注意 到 E d A de = =0, 就 有 


Jaiei . А 
КЕНЕ. Ë 
3 ах Ла ЛЛ ах 
да; еч А . 
= Ей, “dy A dya Л A ау? (2.3) 
y 


(2. Мы da ly 的 定义 与 U 的 选取 无 关 , 因 此 da 是 整体 定 


义 的 ， х 2024 tec (0D), 所 以 da E А'*!( MM) 验 证 (2.2) 定 义 的 


da pip da 满足 (1) 和 (3) 是 显然 的 ,我 们 验证 条 
件 (2) 和 (4), 设 BE 4:(M) 


1 А ; 
B u= yr Bi de Ле À ак, 
那么 
= Yr aii Bi dah ЛЛ а Лай Л Ла, 
按 d(a 和 B) 的 定义 , 即 (2.2) ,就 有 
=I ба ВА dh А-А 
ах N ак A N ахі. 
1 99), i 
= 一 人 о Фі A deh A Л ах" Ай. Jj dh Ne “А ахі, 
aP; 
„(1 е ч! Л Лаб л Ега а Лай А А 
dx 
=(da NB)|u+(-1) (a Ad8)| y 
及 
| 2а; 
Фао = 44) = тр аа Л dx Л drh Л A д = 0 
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Фа; i 
一 个 Lee s. БЕ 
ы Tp ~ Idak , 证 毕 。 


例 1 设 wEA(M),X1,… Х,,1Є.20М), А] 
дәхи, Xa) ÈC- 


1) (wt( Жу. s Aa Aa) 
+ 220-0 (А, X, ], СРР Р РЛ Хы 
(2.4) 


证 明 ”由 定理 1, dw E41:1(M)。 а:.#(М) х x 2M) 


=ъ (M) 
使 


«(Ху X. . 1) =(2.4) 式 的 右 端 。 
显然 a 是 反对 称 的 ,下 证 a 是 > 重 C*(M) 线 性 的 ,VE C*(M) 
al(fX i X41) =f XI (wl Xs, X. .4)) 


+ i е1 + Y: lol fX X, и 


(=) "Hw ([/X,, Xl; Хе, и? о. а) 

<и 

+ > (-1) oll Ху ,Х„1„/Х\, Ау, Хр) 
=/Х(®(Х»,,Х„,у)) 


pe а) 


+ леу (оС <s EE EDD 
+ a а (ГАХ, АХ, Жж, 
<, 

= E- AX oR, X, Хд) 
<, 


+ | > (= 1) #Д С, 1 аа ， 
<А< н 


“ 


r+1 У A 
=f ( = DA ОЕ =e СЕУ 9) 


л, 


+75 ( z 1) (Т), у, taAa) 
=fa( Xis Х,а.) 
同 理 可 证 a 对 自 变量 XX,…,X, ,1 也 是 C”(MM) 线 性 的 ,由 $1 
定理 1,a 是 r+1 次 外 微分 式 , 即 <cE4 (MD)。 
ТЕҢ M 的 局 部 坐标 系 (U,x'), 设 
olv=, У ed ЛЛ de, 


t < 


那么 


абы тс? 
= a asa 
Ф Zí _ ны Аааа реча к, 
9 
TERU 
=$ = йы аа 0 


r+l 9 
=. Ў Aal 
=>(-1) эй КА а) ) 


izi r+l 


| у Ў ( 1)^*! д ( 
aly = > (- = (бн p дыў 
4 р), yai дхА ` h a-ha Y, 


ай Л Л 


= даң ; А 
dko | = У r A dev N= A di, 
š i [oly 


т 5 а" i i 
= У) X (-1) Hidri A A ахо 
à=li < <h <i<i << дх 
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еч 


+1 š Jw Ë жең ; А 
= 7 2 (- 1 jh д... фа, 
A=li <" <i, dx 
所 以 
alu= doluo 
由 于 (V,x) 是 任 取 的 ,我 们 证 明了 а = do , 即 (2.4) 成 立 。 
注 : 从 例 2 的 证 明 看 出 
r+l Чар р рер А 
dw ly = >: D= а а Ñ =s A 
harsi ХЕ d xh 
dx», (2.5) 
因此 ,dolv=0 当 且 仅 当 


Ды 人 a МЕ 
№(-1) а еее ү 
А=1 д х” 


例 3 设 f,g€EC”(M), 则 对 于 M 上 任意 局 部 坐标 系 (U,x') 
都 有 

ALB) (CE у (Sal) =0, 

Ixi Ә(лі, хк) gx alat, ax) Ру Ilai, х/) 

证 明 令 


w = df À ав 
则 
„| -二 
u 29(х*, ж/) i 9(xi, ж) 
由 (2.5) 式 得 
а а,в) a , д(/„ё) 9 
Z. с Ж 
а U "Шы ЩЫ ü Ixi ТЗ; г Jx! 
(TLEL) ai A di A d 
9(x', x 
9 — А 


dwly = ФУЛ ав - df Nd2 g = 0 


所 以 要 证 的 恒等式 成 立 。 

定理 2 (Poincare 引 理 ) 设 U = Bo(r) 是 R" 中 以 原点 0 为 中 
心 , 以 为 半径 的 球形 邻 域 ,woE4(U) 且 必 ss =0, 则 存在 BE 
4 1( U) ,使 得 


w= 48 
ШЕН 设 w 的 坐标 表 式 为 
о = Toa d, A ы A ах", 
则 
dw = — l E )^+ 2л a | 人 .人 Cos 
(r+1)! [2 =N 3 xà I 


由 于 上 式 右 端的 系数 关于 ioi ,1 是 反对 称 的 ,所 以 dw = 0 "4 H 
仅 当 


i t 
О и =0, 
= d xb 
即 
Iwi, 所 да, Тлар 
dx: «1 Ixia 
A 
A 


1 r , N 
ва): y {| Ga) |C Sta A+ A 


dx Л Л ах“, 
其 中 xEU, 自 然 BEATU), 计算 dB 如 下 : 


L s [fi „а Ж arl i 
dB= -1 ә, | t — (tx) dt d A 22 ( — 1) xe A A 
ssi 0 Ə x! a=1 


' i ` 
ШЕП > [f r lan Са) dt raki Л: A а 
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дщ. 


上 式 右 端的 第 一 项 = D — dh A. A d, 
iela dx 
所 以 有 
1 5 1 s до; ol G i 
dB = ,之 | о) + DE 2—0) а) di r° dx A 
бүз, 0 1 r i d xt 
A ах". 


-Ls | de А i A. i 
| о Саа алл ае 


кү, 


ш (x) dx A wa A ах! = w 


注 : 从 证 明 过 程 看 出 ,者 U 为 星 形 区 域 ( 存 在 oC U (Е xE 
U ,线段 ox CU) ,定理 的 结论 也 成 立 。 

Роіпсаге 引 理 说 明 ,对 于 R” 中 星 形 区 域 , 闭 的 微分 形式 一 定 
是 恰当 的 。 但 对 一 般 的 区 域 , 结 论 未 必 成 立 。 例 如 :一 次 微分 形式 


ше Еж. R? - 101 上 的 闭 的 一 次 微分 形式 ,但 由 于 фо 


х + 


=2zr, 所 以 不 存在 函数 f. E o = df, 即 o ASE R2- 101 ЕА М 
的 一 次 微分 形式 。 
为 衡量 区 域 对 Poincare 引 理 不 真 的 程度 ,引入 上 同调 的 形式 
语言 ,用 d 把 4(M)(k 宇 0) 串 起 来 成 为 一 个 “ 复 形 ”: 
O— AMAA Mjaa м) двм) 
Акм)... S. (y 3.0, 
记 АСМ) = ФАМ). 
每 个 AMHER, d: А" (М) АМ) ARAS, H. 
满足 d. d = 0% 令 
7*(М)= kerd = {a € АМ) da =0}, 
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B*( M) = аА (М) = {аЄА(М) E ВСА (М) а = 
48}, 
B'(M)ËE Z*( M) 的 子 群 。 商 群 

Н*(М) = 7*(М)/В*(М) 

称 为 光滑 流 形 M 的 第 大 个 de Rham 上 同调 群 。 由 此 看 出 , H*(M) 
越 “ 大 ”,Poincare 引 理 不 真 的 程度 越 “ 大 ”。 

命题 M 连通 , 则 НОМ) = R!. 

证 明 因为 不 存在 次 数 <0 的 微分 形式 ,而 d0=0, 所 以 按 上 
述 复 形 的 规定 , В(М) =0。 由 于 M 连通 ,FE Z0( M)34 B (X 4 / 
= c( 常 数 )E КІ, ТУ HO(M)= 7°(М)/В°(М) = К!. 

例 4 (Poincaré 引 理 的 男 一 种 表述 )MC К" 是 星 形 开 集 , 则 

H° (M)= R'!',H'(M)=0 (k>0) 

例 5 5! 为 单位 圆周 , 则 H'(S!') = R's 

证 明 0 H S! 的 极 角 ,函数 9:5! 一 > RI! 不 是 整体 定义 的 ,但 
是 40 为 整体 定义 的 一 次 微分 式 。 因 此 ,任意 wE (S), AAA 
部 定义 的 函数 g(9), 使 

w= g(0)d0, 


今 
/08) = N в(1)а - = | «бао, 
由 于 /(0 +2х) =/(9), 所 以 /是 整体 定义 在 S!1 上 的 函数 , 且 
= (0) - (GE | ` ес) в). 
从 而 
1 2 
РР РР (с= | dodi 


TE 
H ( S!) = Z! (S!)/B! (S!) = | с сЄ R! = R! 
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例 6 83? 为 2 维 单位 球面 , 则 H!(S2)=0. 

证 明 将 S? 分 成 两 个 闭 半球 .3$, M S, S, AS = S. 
任意 满足 dw =0 的 一 次 微分 形式 о, Æ S, #l S 上 分 别 用 
Poincare 引 理 说 明 ,对 于 引 理 ,分别 存在 $S, 和 S_ 上 的 光滑 函数 f. 
和 广 满足 ols = df ,ols = 4. РАЖ 5, S. =S Ed 
(f, -f-)=0, S 连通 导致 (f; -f_- )1s = с), ЕХ 

00) pes, 
Reie o кек. 
Шу S 上 的 光滑 函数 上 且 满 足 w = df。 这 表明 Н!( 52) =0。 

例 7 Н?(5?) =0。 

证 明 将 3$3 分 成 两 个 角 半 球 О, р, р, Пр. = 5, 
对 任意 6 C Z2(S3) Æ р, D_ ЕН Poincare 引 理 说 明 ,对 于 
引 理 , 分 别 存在 D. 和 D- 上 的 一 次 微分 形式 ay Ma 满足 wlp = 
da, ,olp = 4, FÆ dla, -a_)ls=0。 a, -a- € Z' (S). H fl 
6, 存 在 函数 ГЄ A0(S2) ,使 

(a, -а_)|г=4/ 
将 f ЖИЕ | 9 上 并 且 令 
e, р, Е, 
= 在 D_ 上 ， 
WED, ND- =S 上 alp =alp ,a 为 SS 上 的 整体 定义 的 一 次 微 
分 形式 且 满 足 
о = da， 
从 而 Н?(5?) =0, 

ШЕ: 6 A7 的 结果 及 类 似 的 证 明 方法 ,可 归纳 得 出 下 面 的 
结果 , 即 

例 8 HO)(S')= R!,H'(S')=0, О<Е<п, 

定理 3 (de Rham) 设 M 是 紧 致 光滑 流 形 , 则 M 032 k + 
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de Rham 上 同调 群 与 M 的 第 大 个 实 系数 上 同调 群 同 构 。 特 别 有 
dim НМ) = M 95 k Ñ Betti 数 。 

.该 定理 的 证 明 超 出 本 书 范围 。 介 绍 这 个 定理 的 目的 ,是 让 读 
者 了 解 ат H*(M) 尽 管 由 光滑 的 微分 式 导 出 ,但 实际 上 与 M 的 光 
滑 结构 无 关 , 仅 依赖 于 M 的 拓扑 结构 。 


J 是 


1. Z о = хуйх + zdy — dydz, 7 = хіх — уг? dy — 2xdz, 求 іо. а) 
Жао Л 7 — w Л do 

2.f:R2— К, ë р(и, 0) = (ио, и?, Зи + о), R f" o 和 
f° (ао). 

3. 设 U=R - 101,0 上 的 微分 式 w= (айу + ydx )/( x2 + у?) 
是 闭 且 恰当 的 , 试 证 明之 。 

4.U= Е" - 10] Е n - 1 X f ZF Ñ 

= УС) аа As: Ad AA d", 


op =< | к”, |” ССА), АСЕ E m 为 何 值 
时 ,w 是 闭 的 且 是 恰当 的 ? 

5. 证 明 :如 果 aw、B 都 是 闭 的 微分 式 , 则 a A B +Z Rl Q t% 2 
式 ; 若 a 是 闭 的 ,8 是 恰当 的 , 则 wAB 是 恰当 的 。 

6. 设 w 为 1 次 外 微分 式 , 则 对 任意 光滑 向 量 场 X,Y, AFR 

&(Х,Ү)=Хв(Ү)-Ү«ш(Х)-([Х,Ү]) 

成 立 ( 直 接 证 明 )。 

7. 证 明 单 位 球面 S" 的 de Rham 上 同调 群 满足 Н*(5")=0, 
0<k<n( 参 看 例 7 和 例 8)。 

8. o = (o 久 为 一 次 外 微分 式 为 元 素 的 矩阵 ,2 = dw — о Л 
ww, 证 明 
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d2=wAQ-COANAwo。 

9. 设 w= азд A dd 为 定义 在 光滑 流 形 M 的 局 部 坐标 域 ( U , 
x') 上 的 2 次 外 微分 式 , 且 在 VU 上 dei(ai) 产 0。 证 明 w 是 闭 的 充 要 
条 件 是 

ij ik ki 
da u „Эй а pE до, 


Жр (а7) (Caj) 32 #E B 


53 外 微分 形式 的 积分 及 Stokes 定理 


3.1 向 量 空 间 的 定向 


在 学 习 空 间 解析 几何 时 我 们 知道 ,给 定 3 维 欧 氏 空间 的 一 点 
0 及 三 个 线性 无 关 的 向 量 e;(1<i<3), 唯 一 确定 了 一 个 仿 射 坐标 
系 10;el,e2,e3|o。 WR еү,е›, ез 按 顺 序 构成 右手 系 (左手 系 ), 则 
称 10;el,e2,e3| 为 右手 (左手 ) 仿 射 坐标 系 。 而 且 还 知道 ,| 0;e'， 
e ,e311 与 10;e' ,e2 ,e5| 同 为 右手 (左手 ) 仿 射 坐标 系 当 且 仅 当 

(е'\|,е'›,е'з) = (еү,е›,ез) A, detA >0。 

一 般 地 , 设 V 是 n 维 向 量 空间 , е; Mle) У, Е 
们 可 以 互相 线性 表示 , 设 
e'i= al ej 
则 det(a | ) 关 0。 如 果 det(a )> 0, W e; | 与 1ei| 表 示 了 的 同一 
定向 ,否则 称 它 们 表示 的 定向 相反 。 


3.2 ”微分 流 形 的 定 问 


设 M Ет 维 光滑 流 形 , 每 点 p € M, 切 空间 T,M, 作 为 m 维 
向 量 空 间 可 以 有 两 个 定向 。 设 (U,x') 和 (Vy ) 为 p 的 两 个 局 部 
坐标 系 , 自然 基 
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及 


则 上 述 两 个 基 决 定 TM 的 同一 个 定向 。 由 此 可 见 , 如 果 М Ef 
在 坐标 覆盖 ,使 其 坐标 转换 函数 的 Jacobi 矩阵 的 行列 式 均 为 正 , 那 
末 , 任 意 两 个 坐标 域 之 间 ,由 自然 基 决 定 的 定向 是 可 相互 传递 的 ， 
此 时 流 形 M 就 有 了 确定 的 定向 。 

定义 1 Б M E m 维 光滑 流 形 ,如 果 存 在 M 的 局 部 坐标 卡 
集 
Z= (U, фі), E| U R M 的 开 覆 盖 , 并 且 当 U, П U, > $ 
时 ,坐标 转换 

w= ala aaa a ]<i<m 

的 Jacobi 行列 式 


МАРЛИ i 
1002, E). o, 
Ө gu st mm) 
则 称 M 是 可 定向 的 。 
定理 1 K M 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 m 维 光滑 流 形 , 则 И 
是 可 定向 的 当 且 仅 当 在 M 上 存在 一 个 处 处 不 为 零 的 m 次 外 微分 
证 明 о УМ БАКЕ т 次 外 微分 式 , 总 存在 М 的 
坐标 邻 域 覆 盖 上 1 U, ;xi)| ,使 得 U, 连通 且 
wly = ааах, № A dat , ы: > R* 
(如 果 在 某 个 U。 上 a。<0, 则 将 x, R- xl) 在 UNU 上 ,有 
179 


аах Л Л ах" = agdxh \*** Л ахз = wlu по, 
从 而 
Ilag ae) 
a P a(xl peee, xn) 
2 ] аек АЙЛ 
I > 0, 即 м 是 可 定向 的 。 
反之 ,由 于 M 是 可 定向 的 且 满 足 第 二 可 数 性 公理 ,所 以 存在 
局 部 有 限 的 坐标 邻 域 覆 盖 |(U;xs) ,使 U. П Ор АЁ 
LETTE DEN 
afal, xm) 
LIR HE AAN EE BH {Г-ТЕ AROK | hal, ha E С®(М),0<А, <1, 
supp ha C U, , ЕА, =1,— 
о = УҺ, ах Л A а", 
由 于 | 已 1 是 局 部 有 限 的 , 右 端 在 每 点 的 邻 域内 是 有 限 项 的 和 。 又 
因为 和 式 中 每 一 项 hdr! Л A ах" 是 M 上 光滑 的 m 次 微分 式 ， 
所 以 w 是 定义 在 整个 M 上 的 光滑 的 m 次 微分 式 。 要 证 明 w 处 处 
FF , 任 取 一 点 x€ M, 至 多 有 有 限 个 | UPRA VU。,…, U, ,使 
CR 


xE Us AA Ua s 
Fern. 

由 于 最 后 一 式 的 系数 是 正 数 ,所 以 w(z) 关 0。 

例 1 单位 球面 5"=|xER"*!| | x | = 攻 是 可 定向 的 ,事实 
上 ,将 К"! Ей п 次 微分 形式 

SS Е 1)i+! yide! Ne A dx? Nee Л ак" 

限制 在 5" 上 的 所 得 n 次 微分 形式 
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0, 


w(x) = Xhe (x) duh A: Л ахо 


А Ila! px) 
|а е E 


ww= 了 |y 
就 是 S 上 一 个 处 处 非 零 的 次 微分 式 ,事实 上 , 令 
Ur = \|(х!,+—,х"*%!)Є SN >O, 
Ur = (хі, т) Є Slx >O] 
在 UF 上 取 (x!,…,xi,…,x"*!) 为 局 部 坐标 ,只 要 证 明 о 在 每 个 
U} 和 UF 上 不 为 零 即 可 。 例 如 在 Ui,1 上 ,可 算出 


= È ydi? 
d"t! = а=1 Я 
1-50? 
所 以 
ПЖ Де n 
" = (п) ФАЛ 0, 
МИ 1- > (y 


同 理 可 验证 w 在 其 余 坐 标 域 上 非 零 。 
例 2 实 射影 空间 Р" 当 为 奇数 时 是 可 定向 的 ,n 为 偶数 时 
是 不 可 定向 的 。 事实 上 ,从 例 1 中 的 o 的 表达 式 看 出 ,w 在 对 径 
映射 4: 5" 8", 4(- х) = FA К 
А* о, = (– 1)'tloqsa 
因此 , 当 为 奇数 时 ,w ТЕА 的 作用 下 不 变 。 设 
лт:$"-—>Р",л(-х)=х(х)=[х] 
是 自然 投影 ,于 是 当 n 为 奇数 时 ,有 唯一 确定 的 o ,使 
É WwW = 0, 
w УР" БАЕ HI n 次 微分 式 , 所 以 Р" 可 定向 。 当 n 为 偶数 
Н, НАА‘ о= - оо Ж Р" 可 定向 , 则 存在 P 上 处 处 非 零 的 n 
次 微分 形式 w 及 处 处 非 零 的 光滑 函数 g:5" 一 >R ,使 
T* w = gwo 
从 而 有 
g(xX)w= 8(— x)A oa = – g( - x)o, 
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这 就 导致 g(x)= -&(-x),g(xo)>0 当 且 仅 当 g(-xo)<0。 由 
连续 函数 的 零点 定理 , g(x) 在 5" 上 有 零点 ,矛盾 。 


3.3” 带 边 流 形 


前 面 所 定义 的 微分 流 形 并 没有 包括 诸如 А" 中 闭 球 区 域 
D'=|]xC€R| || xl <1}, 
圆柱 面 
S'x[0,1]=1(x,y,z)C€ R |x? +y =1,0szs1}0 
因为 点 xE9D" 时 , 找 不 到 x fE D" 中 的 开 集 与 欧 氏 空间 R 的 开 
集 同 胚 ,所 以 D" 不 是 前 面 所 定义 的 微分 流 形 。 同 理 S1 x [0,1j 也 
不 是 微分 流 形 。 但 只 要 将 微分 流 形 的 定义 稍 加 修改 ,就 可 弥补 这 
R" 的 一 个 半空 间 记 为 
Н" =\хЄ К"|х®>0|, 
取 相 对 拓扑 , 则 Н" 为 Hausdorff 空间 ,其 边界 和 内 部 分 别 为 
ӘН" = \хЄ R" |x" =0}, 
МН" = |x €C Н |x" >0} = Н" -3 H", 
设 U 是 的 一 个 开 子 集 ,f:U 一 >R RAE C 的 ,如 果 存 在 R 
中 开 集 U KRU EC 函数 JU 一 >R, 使 U= ОПН" B f=flro 
类 似 上 述 C 函数 的 描述 ,可 定义 Н" 中 两 个 开 子 集 U、V 之 间 的 光 
滑 同 胚 。 设 f:U 一 >V 是 1-1 映射 ,如 果 存 在 К" 中 开 集 UV 以 
及 光滑 同 胚 :0U 一 >V, 使 得 U=UNF,V=VN ,并 且 flv = 
fo 
因为 н" 的 开 集 U 同时 又 是 Rr РЕ `4 АХУ U oH" = 6, 
又 因为 A(U)=f(U) 为 R 中 的 开 集 ,所 以 (U) Пон" = GB。 这 说 
НҢ ЖЁН ГИ f: U>V 总 是 把 后 的 内 点 映 为 的 内 点 ,把 边界 点 
映 为 边界 点 。 
定义 2 МІН C” 带 边 流 形 M 是 一 个 Hausdorff 空间 ,并且 在 
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M 上 指定 了 一 个 微分 结构 .多 = |(U, pa) HP U, 是 M 的 开 子 
E, о, 是 从 U, 到 Н" 的 开 子 集 的 同 胚 ,并 且 满 足下 列 条 件 : 
(1)1U| 是 M 的 覆盖 。 
(2) (Un, Pa) (Оз, pa) E2, 0 U, N Ug Ф 时， 
Papi ': Pol U, N Ua) pal U, П Up), 
PaPa |: Pal U, N Ug)—> pal U, N Up) 
是 光滑 同 胚 。 
9M = |pE MI 存在 坐标 卡 (U,g)E.%, 使 得 pE€U, 有 年 (p) 
EIE |KRAJ M 的 边界 。 由 上 面 的 讨论 知 ,边界 点 的 性 质 与 坐标 
卡 的 选取 无 关 。 
定理 2 Ü M R m 维 C” 带 边 流 形 且 9M 关 8, 则 由 M 的 微分 
结构 .名 诱导 出 9M 上 的 微分 结构 .多 ,使 1 成 为 m -1 CRA 
流 形 。 此 时 包含 映射 i: 3M 一 M ERA. ШЖ М 是 可 定向 的 , 则 
ӘМ 是 可 定向 的 。 


证 明 设 (UV,p)E. 儿 ,由 边界 的 定义 知 
e@(UDƏM)= (и) Пан", 
тон" 中 的 开 集 。 令 


„= 100,,,)10,= U Пам, pa = Palb (Us, Pa) ELl, 
H FIH” = К", АТӘМ 是 通常 意义 下 的 m - 1 维 光滑 流 形 。 
对 于 рам, В] к(0, ф)Є. 2,1 
UDƏM = 14 01(ф(94)" =01, 
(i,9M) 是 М Л РЈ о 
H M 可 定向 , 设 .名 中 任意 两 个 坐标 卡 定 向 相符 ,应 证 在 2M 
上 诱导 的 坐标 卡 集 .多 中 任意 两 个 成 员 也 定向 相符 。 实 际 上 , 设 
(U,e).(V,02)€.Z B. U V M>. 0, xi(p)= (e(p))', V p 
Є О; у‘ (р) =(ф(р))',урЄ V. W p€ U V 19M 时 ,有 
183 


х"(р) = y"(p)=0. 
假定 坐标 变换 yp -!: Ф(ОП У) Ф(ОПУ) К 
y= у! (axl, a"), 
则 
30271,0) = 0, 
Æ Є ШГП ҮПӘМ 处 ,坐标 转换 的 Jacobi 行列 式 


ду! ду! 
дх! дх" 
a о ЖЕТА. 
alya y") = ду"! ду"! 
a(x! К х") I == ée 
э Ф(4) д! Jx” 
Ə m 
0 + Lij ЕЯ 
дх" 
aly! e, yL) ду" 


Ila! e, a!) x" =0 


HJ x> 0i}, A у" >0,А у" fE x" =0 BJ Taylor 展开 式 


Ф(4) дх" 


д: 
y" = д" y" +0(х") 

gx" x =0 

9 д( база т") 
看 出 “六 | жота 7 ова 

dx" £ = a(x arga") Ф(4) 
д y! ут] 
> 1 a, > 0. 
д(х 5х ) (9) 


这 表明 .之 中 任意 二 成 员 定向 相符 。 
定义 3 设 Em ЖЭНЕ 9M Ø, Z E: М 
的 定向 。 对 于 (Di;x)E.B, 当 
0: = ОПӘМ = ((х!,---, х") Є О" =01 0 
时 ,在 上 取 局 部 坐标 
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(C= Та pt) 
这 样 的 局 部 坐标 系 在 2M 上 确定 的 定向 称 为 M 的 定向 在 9M Е 
导 的 定向 。 
例 3 DCR 为 有 界 区 域 ,(x!) 给 出 了 9D 的 定向 (图 1)。 
DC R 为 有 界 区 域 ,( -x!,x?) 给 出 了 9D 的 定向 (图 2)。 


Ф(р)=0 


2 


3.4 外 微 式 的 积分 和 Stokes 定理 


设 M 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 m 维 有 向 光滑 流 形 , w € 
A'(M),#E X. 
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supp о = 1pE Mlo(p)=0;, 
supp о 称 为 w 的 支撑 集 , 记 45(M) = |o C А"(М) | ѕирр w 紧 致 |， 


以 下 定义 46(MM) 中 的 元 素 о 在 EERI fws 


m 
(l)wE48(MN) ,存在 M 的 一 个 定向 相符 的 坐标 卡 (U ,2p) ,使 
UDsupp w。 在 这 种 情形 ,由 于 
wlu\v=0, 
w |y = adx! Л Л а", 
其 中 аЄ C*(U),supp а = supp oC U, |x | U F H e ЖЕНА 
标 系 ,定义 w ЕМ 上 的 积分 为 
[= | ар ах! dx" (3.1) 
M eu) 
右 端 是 普通 的 Riemann 积分 ,由 于 supp а 紧 致 , 它 是 一 个 定 值 。 
命题 1 (3.1) 中 定义 的 积分 与 定向 相符 的 坐标 卡 (U, og) 的 
选取 无 关 。 
证 明 设 (V,y) 为 M 的 一 个 定向 相符 的 坐标 卡 ,|y'| 为 局 部 
坐标 ,使 supp wc V, 
wly\v=0,w|y= bdy N A ау", 
supp b c V 
由 于 supp о C U ,supp о C У,зирр о С UN У. supp a = supp b = 
supp wc UN V. 
在 UNV 上 
Ily! a y") 


adx! Л A dx" = bdy! Л Л dy" = b 
д\х эл”) 


аЛ Л 
dx™ o 
从 而 
Ə l, m 
С 
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> 0。 于 是 有 
Әка) 
| ЖЛЕ ldy!:: ау" = 5 | by dy! dy” 
av) ФССП) 
重 积分 换 元 公 aly") 
_ 重 积分 换 元 公式 _ | 人 
y(UNV) az s, xn) 


= | asp! dx! ах" = | ase l dx: х" 

en v) elu) 
证 毕 。 

(2) 对 任意 wE A8(M)。 

BICU, , Pa) FI M 的 定向 相符 的 坐标 覆盖 ,由 于 М 是 局 部 紧 
致 的 满足 第 二 可 数 性 公理 的 Hausdorff 空间 ,可 设 |U, | 是 局 部 有 限 
的 开 和 覆盖 。 由 单位 分 解 定理 ,存在 从 属于 | U, | 的 单位 分 解 | h,1， 
ИП supp h, E, supp haC Uni l> ha 20, Xh =l 设 


"gat С". 


由 于 
w= (> h.)o = КУЛЛ, 
(Ао) | о = had A Л da, 


注意 到 supp (haw) C supp h, supp w C supp h ZEO с U. , 
H (3.1) 


Гы: = | (А.а) pi dx le dx? 


М ГА (u) 


是 有 意义 的 
Го У |„(ш)=® | (а) аа (3.2) 
M M gU) 


由 于 sup о 紧 致 ,只 有 有 限 个 U, ,使 U, N supp o > Ø, IÑ] supp hw 
Csupp w, 所 以 只 有 有 限 个 a, 使 supp Һ C U, 故 上 式 右 端 是 有 
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限 和 。 

命题 2 (3.2) 定 义 的 积分 与 M 的 定向 相符 的 局 部 有 限 的 坐 
В шт | (Ua Qa) 的 选取 无 关 , 与 从 属于 | U,| 的 单位 分 解 的 选取 
无 关 。 

证 明 (И, p) E M 的 另 一 个 定向 相符 的 局 部 有 限 的 坐 
WAH, | g; | 是 从 属于 | V | 的 单位 分 解 ,y ТЕ V, 上 决定 的 局 部 坐 
标 系 设 为 | yil, W 

wly = bdyi A: Лау, bE C%*(V.)o 

当 U, U, Ø t, F(U,. ga) (U, фу) EI], 

Ә( у," yn) 
TERR 
与 

wly = аха" хт 
比较 知 ,在 ga (U. ПО) L, 
= (у! ,: "sy йн) 


д(х!, т)" 


аф! = (Ы!) (фа 


Cerbi Ух 'дуу dya 


AV 


) 
=> | Eyr eh) gi did 


AO.) 
=> | (һевЬ,)° фу дух dyz 
АКТГ 
=> | (hab) ФФ барраро, Пи) 
(no 
-5 | Cuga) pi diede 
c yU NV) 
=> | (h gya.) Фа ldx! ах" 
ашу 
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=> | Уа) pa (hata)? p; del: da) 


eU, ) 


= 5. =l Joel... т 
=> | (has)° g; dal da, 
a 
g, (U) 


定义 4 МЕҢЕ СИ ЕДИН m 维 有 向 光滑 流 形 ， 
则 对 任 一 有 紧 致 支撑 集 的 m 次 外 微分 式 o,(3.2) 定 义 的 数值 jo 


М 
FR w Æ M 上 的 积分 。 
EE о EADM), AER, MI 
jo+ ре оз fo hoza (о Сенеж). 
М М M M M 
(3) 如 果 wEA5(M)(r<m), 可 定义 w fE M BJ r 维 子 流 形 (f， 
N) 上 的 积分 。 设 N 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 + 维 光 滑 流 形 ,f: N 
>M HRA, W| Ж 
w = * өө 
AN) N 
定理 3 (Stokes 定理 ) 设 M 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 有 向 
光滑 带 边 流 形 ,w€ 48-1(M), 则 
|a, = Ге, 
其 中 9M 取 从 叶 诱 导 的 定向 ,i:9M 一 >M 是 包含 映射 。 
证 明 ICU, ga) H M 的 定向 相符 的 局 部 有 限 的 坐标 覆 
盖 ,1h,| 为 从 属于 覆盖 | U,) 的 单位 分 解 , 则 
w = Xh wo 
Supp о #8 , supp w 只 与 有 限 个 U 相交 ,上 式 是 有 限 和 ,所 以 
dw = >d(ha), 
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[= = 5 aG). 


M M 


只 要 证 明 ,对 每 个 ,有 
J = Ku 


由 supp ho (Ë) C 已 ,问题 归结 吉 为 只 要 对 存在 定向 相符 的 坐标 卡 
CU,p), 使 supp wCU, 证 明 
таа 
成 立 。 
命 x(p)=(g(p))',YpEU。 设 w 的 局 部 表达 式 是 
olv= Саал ЛФЛ A а" (3.3) 


其 中 аЄ C” (U), supp a; C U ,外 微分 上 式 得 
dw| y -Di 


dx! Nee A ах" (3.4) 


分 两 种 情形 讨论 。 
1° UNIM=ğ, 
supp wC UC Int М, i o = 0, fitw=0. 由 于 supp w C 


JM 


紧 子 集 C U, 可 设 g(U)C Hr" 是 有 界 开 区 域 ,因此 有 充分 大 的 ， 
=|(x1,-.,zm)€ К" |11 K,V il, tE 
· @(U)c Сн", 
Ф(0) \ supp а; Ф-Т, а, "ФЭНЕ а) СОН" 上 ,使 
аф CNE 边界 上 为 0。 对 1<j<m-1l 


[а = | a даф ЕЯ РЕ 
M elu) =! 9х 
т 9(а;-Ф 1) 
Е а) J L... L m 
Е | 1 дхі йд е 
"1с 
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m I(aj- ) 
= S J l; да 
“和 | дх/ dx dx 
Anc 
m I(aj фт ) 
a J L... R 
ES | Ja dx dx 
lx |< K 
із т.К>2х >0 
K 
т-1 9(а; Ф l) 
= % =— S ЕРЕ У £; „чыт 
к= | (| 3 dx ) ах! ах" + 


| (| == 


дх" 
Ix |<K 0 
im 
d d;o =i г А А 


= арфа, = K, xit! e, x") 


=0 
К 
ga Ф! 
| Ea = a sp (alis a" К) алар" (к, 
оҳ 
0 
xm-1,0)=0 
从 而 
[ao =0. 
M 


о 009М= 0. 
supp афс e(U)o 将 аф `! 光滑 延 拓 , 使 аф Ф 
(U0) 处 的 值 为 零 。 
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m alajo!) 
a 5; J 1... Jam 
HNC 
m-l Ql @;в е) 
= | (| — iya ту 
j=1 dx 
Ix |< K 一 
ij 
K> x" >0 
K 
Ilam") 
+ | (| дт) две" 
дх 
1x | 过 大 0 


= | anp Сат, "l 0) delos dom -1, 


Ix |< K 
im 


JM UNAM UNAM 
x =Ü 
l 1 
— G (21) ande! A A da” 
uñan 
=. s= аһ «р ах!" х"! 
e(u)n oH" 


故 
|a, = [гб 


M IM 


很 明显 , Stokes 定理 包括 了 欧 氏 空间 微 积 分 学 中 的 Green 公 
JÑ „Gauss 公式 和 Stokes 公式 。 

例 4 设 DCR 是 一 个 有 界 闭 区 域 ,其 定向 与 R 一 致 。 在 
D 的 边界 9D 上 的 诱导 定向 是 沿 着 9D 的 正 向 行进 的 。 区 域 D 的 
内 部 落 在 行进 者 的 左边 , 即 3D 的 正 向 与 指向 D 内 部 的 法 向 量 构 
RS R 的 定向 一 致 的 标 架 。 设 P.Q 是 D 上 的 光滑 函数 ( 即 P、O 
可 以 延 拓 为 包含 D 在 内 的 一 个 开 区 域内 的 光滑 函数 )。 


w = Pdx + Qdy 
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_ La0 ӘР 
dw = ax ` ау) Ф À dy 
H ЕЖ Stokes 定理 得 到 
IQ ӘР - | _ | - | , 
С: е ава 


这 就 是 微 积 分 学 中 的 熟知 的 Green 公式 。 
例 5 Шрак PARAKH, ЕУ R 一 致 。9D ERD 


的 诱导 定向 ( 按 前 面 的 规定 ,aD 的 定向 为 | - -2 ; -2 | ,由 于 


| 
3x’ дх? 


д д д 3: „256 е. >= 向量 д X 
= 597,595, - 57515 R E —Ж, MONE Ш -A EÉ 


向 )。 设 P.Q.R 为 刀 上 光滑 函数 , 令 
ф = Рау Л dz + Оа: Л ах + Ках A ау, 


则 


(ӘР ‚20 ,aR 


dp = Эк +85 +z) d À dy A dzo 


由 Stokes 定理 

| Paydz + Qdzdx + Rdxdy = [е = ја = | 92.50 58) 
&йуф, 

这 是 经 典 微 积 分 学 中 的 Gauss 公式 。 

例 6 设 $ 是 尼 中 有 向 曲面 ,8 是 简单 闭 曲 线 且 有 从 5 诱导 
KWEH P.O. R 是 在 包含 5 在 内 的 一 个 区 域 上 光滑 函数 ,由 
Stokes 定理 

[рах + Qdy + Rdz = \асра + Qdy + Ras) 


95 S 


[ën ар. ӘР ӘК д0 ӘР 
| Gg I A+ (3; T a EA ds + (00-00) 4 


A ау, 
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这 是 经 典 的 Stokes 公式 。 

例 7 设 M Æ n 维 定向 光滑 流 形 , 奇 M 还 是 紧 致 无 边界 的 ， 
则 M 的 第 个 de Rham 上 同调 群 H"'( M)= 0. 

证 明 (1) 由 于 MM 是 可 定向 的 ,所 以 存在 处 处 非 零 的 n 次 


外 微分 式 wE 4"( MM), 并 且 |o#0。 事 实 上 ,选取 MM 的 定向 相等 的 


坐标 域 覆盖 |( Ua; sI B | U1 是 局 部 有 限 的 。 设 1h。1 是 从 属于 
10,| 的 单位 分 解 , 按 (3.2) 
Jo=5 |һ = У ho. 
И 


M A L 
H о 处 处 不 为 零 , 则 

a lu = Де, Л A dat, 
且 对 每 个 a| f. 的 正 或 负 与 a 无 关 , 可 假设 对 每 个 , f. > 0( 证 明 留 
给 读者 )。 取 一 点 рЄМ,# >, (p)=1 B. h.(p)>0, fr fE fE 3 Т 


ha 及 p 的 邻 域 Uc U, fE ha | > 0, 所 以 有 


[= У Ada. da > | £h. dal dan > 0, 
M š t U 
(2) H'(M)=0,@ Jf fE( n - 1) 次 外 微分 式 q, fË dn = о, 
由 Stokes 定理 ,有 


м м дм 
与 (1) 的 结论 矛盾 。 

018 туп, 5" 与 3 МА, R 与 $ А. 

证 明 i т<п. НИ 7, dim Н" (5") „20, 8 2 018, dim H” 
(5%) =0. H de Rham 定理 , 5" Ж 5" 的 第 m 个 Betti 数 不 相 等 ,于 
是 5" 5 S" Е. 

由 Poincare 519, H"( R") = 0, m H"(S")>0,dim H” ( К") 5 
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йт H"(S"), 所 以 R" 5 5" 不同 胚 。 | 

作为 Stokes 定理 的 应 用 ,我们 将 证 明 有 关 辛 流 形 的 两 个 断言 。 
先 介绍 辛 流 形 的 两 个 概念 。 

设 了 为 向 量 空间 ,了 上 的 一 个 二 次 外 形式 wE A2( V* ) 称 为 
非 退 化 的 ,如 果 对 XEV, 等 式 w(X,Y) =0 对 任意 的 YEV 成 立 
蕴含 X=0。 显 然 ,w 是 非 退 化 当 且 仅 当 w 在 了 的 基底 下 的 矩阵 的 
行列 式 det w > 0 , ВП 
det (о (е;,е;)) 0, Же |1<i=n = ату Æ V WHJ. 

定义 5 向 量 空间 V 上 的 一 个 非 退 化 的 二 次 外 形式 w 称 为 了 
上 的 一 个 辛 形式 , 称 (V,w) 为 辛 向 量 空间 。 

由 线性 代数 的 知识 可 以 证 明 下 面 的 两 个 断言 : 

1. 如 果 VV 上 存在 辛 形式 , 则 dim V 为 偶数 。 

2.w 为 V 上 的 一 个 辛 形式 , 则 存在 VV 的 基底 | ei) ,1<i< ту 


=2т, 
使 得 
а= Эй A a+, 
其 中 aill<i<2m| 为 |e;| 的 对 偶 基 。 
由 断言 2 看 出 
q" = о Л Ло 520 (3.5) 


定义 6 光滑 流 形 M 上 的 一 个 2 次 外 微分 式 w E А(М) 
非 退 化 的 ,如 果 对 每 点 xEM,w,EA:(7T,.M) 是 非 退 化 的 。 

定义 7 光滑 流 形 M 上 的 一 个 非 退化 的 闭 的 2 次 外 微分 式 w 
称 M 上 的 一 个 辛 结构 ,( MM,w) 称 辛 流 形 。 

例如 ”R" 上 有 整体 坐标 系 |xill<i<2m|， 


w= $ dò Лат 
就 是 R” Е а, AR”, оо) ЗЕ 
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由 定义 7 及 (3.5) 看 出 , 辛 流 形 必 然 是 偶 维 可 定向 的 微分 流 
形 。 应 用 Stokes 定理 ,有 
例 9 若 M 是 2m 维 紧 致 无 边界 的 辛 流 形 , 则 HCM) 0, 
0<k=<m.- 
证 明 Шо M 的 辛 结构 , 则 do =0,w" 关 0( 处 处 )。 由 例 9 
的 证 明知 
furzo (3.6) 


м 
HX F 0<k<m 
dot = d (w Л Ло) = 0. 
一 一 一 


ШЖ HO М) =0,Ж AFE EAM), # o! = dy, 从 而 
w” = а Л n = dh No = а) Лао"). 
而 M 是 紧 致 无 边界 的 ,由 Stokes 定理 就 有 
Га" = |4(тЛ\в"с*)=0, 
与 (3.6) 了 矛盾 。 从 而 对 O< k<m, H*(M)#0,Xf k=0, H $2 @ 
АЙ,Н°( М) = R, 证 毕 。 
例 10 维 数 2m >2 的 球面 5S*" 上 不 存在 辛 结构 。 
证 明 如果 S2m(m >1) 上 存在 辛 结构 ,那么 由 例 9, 对 0< k < 
m, 有 НКМ) 0, 5 $ 2 {#18 的 结论 予 盾 。 


>J 题 


1. 证 明 1 维 实 射影 空间 已 是 可 定 的 。 给 出 Р! 上 一 个 处 处 非 
零 的 一 次 外 形式 。 
2. 在 R'- 140} 中 定义 


w = y dy A de + Jy dz À dx + 5 dx À dy, 
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其 中 r=V ty tzo SOORT К 中 的 原点 为 中 心 ,以 ro 为 
半径 的 球面 。 证 明 


| о = 4л, 


о) 

3.f:D— R {E f(u, 0) = (ш, 0,1+и2 +12), р = (0,1) х (0, 
1), ХЖ о = ydy Л dz + хах Л dz Æ R ЕК2 ЖАК, i wo 

4 Z MÆR {р+а+1 RZHLARRATRK, w. 7 分 
别 是 定义 在 R" 中 含 必 在 内 的 开 子 集 上 的 p 次 和 g 次 入 外 微分 式 。 
证 明 存 在 实数 a, 使 | 人 dy=a |do An 

5. 设 g En НЕМ 上 处 处 正定 的 (0,2) 型 张 量 场 ,( UU; 
x') 是 定向 相符 的 局 部 坐标 系 。 令 gj = e En G = det( gj), 
证 明 Q = / Сах! Aee A dx" 与 定向 相符 的 局 部 坐标 系 (U;xi) 的 选 
取 无 关 , 而 是 大 范围 定义 的 n 次 外 微分 式 。 

6. 给 出 2 维 球面 5° 上 的 一 个 辛 结构 。 

7. 证 明 辛 向 量 空间 (V,w) 必 是 偶 维 数 的 且 存 在 Vl, 


atll<A<m = 2 dimV ,使 о= Хо Лат", 
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第 六 章 ”基本 群 和 同调 群 简介 


$1 道路 的 同 伦 类 


图 形 中 一 条 以 x0 为 起 点 、xi 为 终点 的 道路 ,是 指 一 个 连续 
映射 h:[0,1] = Х, Е xo = А(0), ху = h(1)。 让 一 条 道路 hi 在 
中 保持 端点 xo 和 xi 不 动 连续 形变 为 六 ,就 称道 路 h (ЯЕ йр) F 
伦 于 道路 hs, 记 为 hi = hs( 图 1)。 并 不 是 每 一 图 形 上 有 相同 端点 
xo 及 ху 的 任意 两 条 道路 都 同 伦 ,图 1 中 ,hi 或 hs 均 不 与 h; 同 伦 ， 
因为 两 者 之 间 存 在 一 个 不 可 跨越 的 “ 洞 ”。 


当 h. 的 起 点 恰 为 hi 的 终点 ,得 到 的 道路 称 为 hi 与 h AR 
积 , 记 为 Ало, hi = А, ha = ho, B hi WAAK ha 的 
起 点 , 则 hiha = hihzo (1) 

在 有 相同 端点 的 所 有 道路 的 集合 中 , 同 伦 关系 是 一 个 等 价 关 
系 。 道 路 h 所 在 的 道路 类 记 为 [h]。 对 于 道路 类 也 可 以 定义 乘积 : 
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[hilh] = [hi h, ] ,当然 必须 hi 的 终点 恰 为 h 的 起 点 才 行 。 由 
(1), 两 个 道路 类 的 乘积 为 两 个 类 所 确定 ,而 与 所 选 的 代表 无 关 。 
当 一 条 道路 退化 成 一 点 xo, 称 之 为 常 值 道路 ( 零 伦 ) јо е, 。 
与 道路 h 相反 道路 , 称 为 h 的 道道 路 , 记 为 h-!。 起 点 和 终点 重合 
(都 是 хо) 的 道路 , 称 为 以 xo 为 基点 的 闭 道路 。 闭 道路 提供 了 一 
个 方便 :具有 相同 基点 的 任意 两 条 闭 道路 都 可 以 相 乘 。 
定义 1 在 空间 XX 中 , 取 定 一 点 xo, 在 以 xo 为 基点 的 全 体 闭 
道路 集合 中 ,按照 同 伦 关系 将 它们 分 成 互 不 相交 的 同 伦 类 的 集合 
记 为 лу(Х, to) a 
下 面 将 上 述 内 容 进一步 深化 。 广 义 的 同 伦 是 指 连续 函数 间 的 
连续 变形 , 它 是 代数 拓扑 学 的 一 个 基本 概念 。 
设 X 了 都 是 拓扑 空间 。 记 C(X,Y) 是 X 到 Y 所 有 连续 映射 的 
合 , 设 fg € C(X,Y) ,如 果 有 连续 映射 :Xx 1 一 了 ,使 得 VY x 
Є Х,Н(х,0) = f(x), H(x,1) = g(x), 则 称 f 与 g 同 伦 , 记 为 ~ 


во юе 

例 1 X= Е? - {0},/\(5) = (cos zs,sin zs), (5) = (cos 
ms,2sinzms),fx(s) = (cos лѕ, – віп ns), W fA = fo:H(s,t) = (1 - 
1)fi(s) + 轨 (s)( 直 线 同 伦 )。 但 万 与 户 不 同 伦 ( 图 2)。 

例 2 (直线 同 伦 ) iZ f. € С(Х,Е"),Н.Х x 1— Е" №: 
H(x,t) = (1-0) (0х) + tg(x),H "中 函数 加 法 和 数 乘 的 连续 
性 , 则 了 ~ g H 的 直观 意义 是 :t 从 0 变 到 1 时 ,f(x) 到 g(x) 作 勾 
速 直线 运动 , 称 为 直线 同 伦 (图 3)。 

例 3 AgE C(X,S"), 使 得 Vx EX,f(x) &— g(x)( 即 原 
点 0 е 线段 f(x)g(x))。 则 可 规定 到 g 的 同 伦 五 为 :H(x,t) = 

(1 -= i)f(x) + tg(x) 
te e 
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例 4 fag E€ С(Х,5!), #үхЄ Х,/(х) =- g(x), 则 了 
= go 连结 f 和 g 的 一 个 同 伦 可 构造 如 下 :5 视 为 复 平面 上 的 单位 
圆 ,H(x,t) = еу (х), НЕ (х) 绕 原 点 转 tir Hu C R). 


g) 


图 3 图 4 
例 5 于 为 单 点 空间 ijx1,C(ix|,Y) 与 Y 之 间 有 一 个 自然 的 
一 一 对 应 :fof(x), Vy € Ү, іс, ERAN y ВОЯ, Д] у = 
f, ey) 9 у fE Y 中 同一 道路 连通 分 支 中 ,…C(Cixzl,Y) 的 同 伦 类 


与 的 道路 连通 分 支 有 一 个 一 一 对 应 的 关系 ,特别 地 , 当 Y 是 道路 
连通 时 ,C(1x|,Y) 只 有 一 个 同 伦 类 。 


习 题 


1. 证 明 在 有 相同 端点 所 有 道路 的 集合 中 , 同 伦 关系 是 一 个 等 
价 关系 。 

2. 证 明 如 果 连 续 映射 /:XS" TRN SEE 

з. 证 明 如 果 连 续 映 射 /: 5' 一 S' 与 恒 同 映射 不 同 伦 ,f 有 不 动 


4. 设 mmEY, 上 请 是 将 X 映 为 jyi| 的 常 值 映射 。 证 明 
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Jeyl 与 天 在 立 的 同一 道路 分 支 中 。 


82 基本 群 


空间 XX 中 取 定 一 点 xo, 以 xo 为 基点 的 闭 道路 的 全 体 同 伦 类 的 
集合 记 为 ri(X,xo)- 上 节 已 对 道路 的 同 伦 类 定义 了 乘法 ,以 下 按 
群 的 定义 说 明 ri(X,xo) 关于 这 个 乘法 运算 构成 一 个 群 一 一 一 维 
同 伦 群 或 Poinc&re 群 。 

庞 加 莱 (H, Poincáre, 1854 ~ 1912) 法 国 数学 家 ,代数 拓扑 的 创始 人 。 同 伦 和 同调 的 
思想 是 庞 加 莱 在 1895 年 的 一 篇 论文 中 引进 的 。 他 的 几何 思想 是 惊人 的 。 并 在 微分 方 
程 、 复 变 函 数 .代数 .代数 几何 .天 体力 学 数学 物理 、 天 文学 和 拓扑 学 方面 都 作出 了 重 
要 贡献 。 庞 加 莱 和 和 硕 尔 伯 特 齐名 , 同 是 他 们 那个 时 代 的 领先 的 数学 家 , 写 出 了 30 本 书 
和 500 多 篇 论文 ,文风 平易 近 人 。 

首先 ,以 xo 为 基点 的 常 值 闭 道路 e, 所 在 的 同 伦 类 < е, > 是 
单位 元 。 对 ri(X,xo) 中 任 一 元 < a > ,定义 < e, > < a > = < 
еа > ,其 中 e, а 为 闭路 a 的 起 点 接 在 退化 成 一 ШҮ 
的 终点 хо E, H a: < еа >= < a >, H, < e G. > = 
< a >, 同 理 , <а><е >= < a >o 

其 次 ,对 xi(X,xo) 中 任 一 元 < a > , 则 aa-! 可 以 连续 地 收缩 
为 一 点 Юз Z. аа?" ы e M <a >< all >= < ex >, МЖ, 
< ala > = < е >o 记 <a ”> 为 <a > ,所 以 < a > AX 
Jü < a > ló 

道路 的 乘法 本 身 没 有 结合 律 : (ар) с > albe) ØU, (ab)e 
在 1 = [0,1] 的 第 一 个 十 段 按 o 走 ,第 二 个 十 段 按 4 走 , 剩 下 的 二 
段 是 < 而 a(bc) H a š f Ñ+ ,b 和 c 各 占 后 面 的 二 ,因此 ,从 映射 


的 角度 看 (ab)c z albe) 得 是 AMARRA ARONA 如 作 
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习题 ) -因此 ri(X,x*o) Æ X BJ Ll х 为 基点 的 (一 维 ) 基 本 群 。 

例 1 X JE ФА, Y xo € YXY,xo 处 的 任意 两 条 闭 道路 
均 同 伦 , 所 以 ri(X,xo) 只 有 一 个 元 素 , 记 为 101, 它 是 平凡 群 。 

道路 连通 且 只 有 平凡 群 的 拓扑 空间 称 为 单 连通 空间 。 线 段 、 
直线 .正方 形 片 . 圆 盘 .平面 球面、 实心 球体 .实心 凸 多 面体 和 凸 多 
面体 表面 均 为 单 连 通 的。 显然 , 单 连通 是 区 别 不 同 胚 的 一 类 性 质 
中 最 自然 的 一 个 。 例 如 ，5S*( 球 面 ) = PORE), 因为 后 者 非 单 
连通 。 

X 的 所 有 道路 在 定 端 同 伦 下 分 成 的 等 价 类 称 为 X 的 道路 类 。 

X 的 所 有 道路 类 的 集合 记 为 [| ,由 连续 映射 f:X 一 了 可 导 
出 一 个 对 应 大 :[X] 一 [了] 为 fF(<a>)=<f*ea>, 当 a,b 可 
ЖЕ, а Уу bule H(f-a)o (7° b) = fo (а), (а)! 
= ўа) Жа=<ау>,В=< >, TE 
flap) = < f° (а) > = < (Ра) (РЬ) >= < f°a > < f 
° b > = Ра) 

(fla)) = < Јах! = < (р а) > = < а> = /,(< 
a >)=f (<a>!) = f(a) 

上 两 式 说 明 f. 是 保持 乘法 运算 的 对 应 .如果 xo € X, уо = 
f(xo), MH a Є xi(X,x0) 时 ,f(a) Є xi(Y,yo)。 因 此 ,fi 在 
ri(XY,xo) 上 的 限制 请 :ri(X,xo) 一 ri(Y,yo) 是 一 个 同 态 , 它 是 由 
了 诱导 出 的 基本 群 之 间 的 同 态 。 若 f: X — УЕА, хо E Х, уо = 
HGxo), 则 户 :ri(X,xo) — m ( Y, уо) 是 同 构 ( 注 意 , 若 点 xo 可 以 任 
意 取 ,对 每 一 点 都 有 一 个 同 态 , 均 记 为 有 )。 因 此 ,如 果 S Y A 
本 群 不 同 构 , 则 XX 与 Y 不 同 胚 , 即 作为 代数 结构 的 基本 群 是 拓扑 空 
E XX 的 拓扑 不 变量 , 发 现 并 研究 基本 群 这 一 不 变量 归功 于 
Poinc&re。 人 研究 基本 群 时 ,通常 考虑 道路 连通 空间 。 当 хо, ху 同属 于 
于 的 一 个 道路 分 支 时 , ri(X,xzo) = ri(X,xi)- 这 个 同 构 型 就 叫做 
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X 的 基本 群 ,不 必 特 别 指明 基点 , 记 为 xi(X)。 
习 АЙ 


1. 设 f: X— Y ,g: Y> Z 都 是 连续 映射 ,XO0E X, yo = f( xo) , zo 
=g(yo), Е BM: (6°) т =g frim (X, xo) >z (Z,zo)o 

2. 证 明 : 若 f:X>Y 是 同 胚 映射 ,xo€EX,yo= (хо), M frim 
(X, хо) >z ( Y, уо) HH. 

3. X Z E Ж ta 4 Е, x€ X, iF BH (X, хо) РЛ; 
若是 离散 空间 ,结论 也 成 立 。 

4.xo,X1 是 拓扑 空间 全 的 同一 道路 分 支 中 的 两 点 ,w 为 从 xo 
到 xi 的 一 个 道路 类 。VaEri(X,xo),w-iawEri(X, х1), ЖХ 
ш#:хл\(Х,хо)—>лу(Х,х)Җ os (0) = co laws 证 明 

(1) 如 果 过 是 从 xi 到 x, 的 道路 类 , 则 (wow')# = o g wim 
(X,xo) >” i(Xi,x2)o 

(2)w inil X, хо) >n (X, х1) Æ А: л (X, хо) лт ( X, 
х1) 

(3) Ж w,ow' 是 xo 到 xi 的 两 个 道路 类 ,证 明 w# =w im (X, 
xo) >n (X, xew w :与 任 一 waEri(X,xo) 都 可 交换 :ouw' а 


7 一 1 
=Qww ° 


(4) 证 明 : 从 xo #| x, 59 £ — Ë % ЖЖ e H E| aq Мел (Х, 
x0) 是 交换 群 。 
5. 证明: 道路 类 的 乘法 有 结合 律 。 


83 基本 群 的 计算 


由 上 节 讨 论 得 到 圆 盘 X 中 以 任 一 点 xo 为 基点 的 闭 道 路 的 同 
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伦 类 只 有 一 个 即 < e, > ,也 就 是 ri(X,xo) 中 只 包含 一 个 元 素 即 
单位 元 , 圆 盘 的 基本 群 为 平凡 群 ,同样 的 球面 的 基本 群 也 是 平凡 
群 , 下 面 考虑 5! (圆周 ) 的 基本 群 。 

将 S! 看 作 复 平面 上 的 单位 圆 , 取 ду = 1 为 5! 的 基点 ,以 zo 为 
基点 的 任 一 条 闭 道路 , 若 在 某 一 段 浙 上 先 以 一 个 方向 通过 一 次 , 然 
后 紧 接着 折 回 来 以 相反 的 方向 再 通过 一 次 , 则 可 以 通过 连续 变形 
将 它 “ 筑 平 ”经 过 丑 平 的 闭 道路 和 原来 的 闭 道路 是 同 伦 的 ,因此 ， 
以 下 仅 讨论 S! 上 红 平 以 后 的 闲 道路 有 多 少 同 伦 类 .显然 ,环绕 S! 
圈 数 不 同 的 闭 道路 是 不 同 伦 的 ,方向 不 同 的 闭 道路 也 是 不 同 伦 的 ， 
即 圈 数 是 判断 S! 上 闭 道路 是 否 同 伦 的 数量 标志 。 由 此 得 出 S' 上 
的 基本 群 z (S!) 和 整数 加 群 Z В: z (S!) = Zs。 下 面 给 出 用 初 
等 方法 计算 ni(S!) 的 严格 的 数学 证 明 。 

定义 指数 映射 p: Е = S!1:p(1) = е?"„р WEWE EH E 
绕 在 $ 上 (但 长 度 改变 了 2r A) AA pH S'ELA zo = 1 为 基点 
的 闭 道路 类 对 应 于 E! PI О 点 为 起 点 的 道路 类 。p 在 局 部 上 是 同 
й, іа = (т,г+1),р=р| Л: S- ег" | 为 同 胚 映射 ; 
#H p (5; - рет) = ОЛ. 1)s 

对 拓扑 空间 X,f:X 一 S! 连续 ,如 果 存 在 XX 到 E' 的 连续 映射 
f:X 一 El! 满 足 p。f = 了, 即 映射 图 表 可 以 交换 (如 图 2), 则 称 了 是 
f 的 一 个 提升 ,例如 取 久 = 7, 道路 a: I> S'i = 1,2,3) 为 a1(t) 
= e a(t) = e qa(1) = ew, 它 们 的 提升 1 一 51 分 别 为 a;(i 


= 1,23; G; = 3:4 = 一 > = 2% (图 3) 


引 理 1 如 果 f 不 满 ,xi E X,t Є E EI plt) = fx) W 
存在 f 的 提升 ,使 得 f(x1) = tio 
证 明 由 于 f/f 不满 ,可 取 z = е2" е /(Х),Ш/(Х) с S! - 
(zl, EF plti) = f(x) 闫 z, 存 在 整数 nn 使 得 t/ Є J],,,( 图 4)。, 若 
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令 йы: Лу > ЕЕЗ, ELS = ia р, ° fo F f ë 
‚Н рў = pis Prin’ f = Pun’ Piin? f =fo 有 pei, 
= Pan f(x) = iyn ° Prin ° f(x1) = ia ° Prine PC) = ipn’ 
Реп ° Pran * 21,08) = fpo 

引 理 2 ik aS БЈН, to € Е, fE p( to) = a(0) Є 
51, 则 存在 唯一 的 提升 a, 使 a(0) = too 
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证 明 存在 性 。 取 自然 数 m, 将 / 等 分 成 个 小 区 间 : A, h, 
s hlk С) #а|, RRG = 1,2,…,m)。 由 引 理 1， 
КАЕ Ха |, 上 的 提升 a;, 使 a (0) = to „аһа Ly a = Tan tyg 


= 1.2. m). BI а, $ a, EÈ 处 取 值 相同 .由 粘 接 引 理 , 将 各 个 
zi 合并 成 映射 5:7 -> E 是 连续 的 。 它 是 a 的 提升 ,有 5(0) = 
a (0) = 10 

Е. 2k 2. a! 都 是 a Я: р(а (iD) = alt) = 
р(а(1)) Еў = а!-а:1— E' yt € ТІ, АНЯ е? = 
PUD) = рба а) - 301)) = 20200) аб) роуа) 

айу “to 

是 取 整 数 的 连续 函数 .由 于 7 连通 ,/(1) — E 38 8 Ba 38. ШЕ 
2100) = Z(0) MI ACO) = 0, 从 而 1(1) = 0.804100) - a(t) = 0 于 
ES: 1 

由 唯一 性 的 证 明 中 ,可 知 同一 道路 a 的 两 个 提升 2 Ба! 相差 
一 个 常数 M:al(1) - a(1) = al(0) - a(0) = M。 从 而 al(1) - 
4100) = а(1) - 5(0)。 所 以 5(1) - 2(0) 是 与 提升 а 的 选择 无 关 ， 
完全 由 a 决定 的 常数 ,如 果 a 是 基点 为 2 的 闭路 ,就 称 这 个 常数 为 
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а 的 圈 数 , 记 作 qla) = а(1) – a(0), 这 里 a Жа 任 一 的 提升 ， 
qla) 是 整数 (因为 a(0) Mall) 都 是 整数 )。 

引 理 3 a、b 是 S! 上 基点 为 zo 的 两 条 闭路 ,使 得 yt C I, 
alt) =- b(t), W] a b 的 圈 数 相同 :g(a) = g(5)( 引 理 3 的 道 否 
命题 说 明 这 样 一 个 几何 意义 : 若 a 与 5 的 圈 数 不 相同 , 必 有 1t0E€ 7， 
使 alto) 与 56(to) 为 对 径 点 )。 

证 明 由 引 理 2 取 ab 的 提升 c、 ,使 得 c(0) = 2(0)。 定 义 
f = a -5b, 则 f 是 I 上 的 连续 函数 ,f(0) = 0。 如 果 qla) = q(b), 
不 妨 设 g(a) > gb) WFA) = a(1)-6(1) = a(1)-0)- (01) 
-0) = g(a) - 4(0) 是 自然 数 ,从 而 有 LE 1, 使 得 /(1) = + 


а(ї) = 6(1) +b FË alt) = P == ea = _ (r) 5 
EF o 

引 理 4 a b 5! 上 基点 为 wo 的 闭路 , 则 g(a) = д(%Ь)еа 
= БОВ Ж 5! 上 闭 道路 同 伦 的 数量 标志 )。 

证 明 it H(s,t):a = b, h FH 一 臻 连续, 36 > 0, 使 得 
Iti- b |< 8 8, Ys € І, Н(5, 1) &- H(s,ts), 由 引 理 3, 
q(H(s,ti)) = q(H(s,t.)), Р q(H(s,1)) ЖР г, qla) = 
q(H(s,0)) = q(H(s,1)) = q(b)o 

э a b а,Ь 的 提升 ,使 得 a(0) = Ь(0) = 0, 则 a(1) = 
а(1) -0 = а(1) – а(0) = qla) = q(b) = (1) – b0) = b(1) 
-0 = bC) „а. 是 E! 上 有 相同 起 终点 的 道路 ,从 而 а = b, 
а= р°а=р° = bs ЕФ 

定理 1 xi(S!,zo) 是 自由 (无 限 ) 循环 群 Z. 

证 明 Ж#аЄл($!,ду),Ж (а) = g(a),a Ea, 得 到 映射 
q:m(Sl,z) > Z,a = <a >,8 = < b > fE a b 的 提升 a、 
b ,使 得 a(1) = Ь(0) = 0, 则 ab 是 ab 的 提升 ,其 起 终点 为 a(0) 和 

207 


b(1), 于 是 g(aB) = q(ab) = b(1)- a(0) = b(1)- b(0)+a(1) 
– а(0) = q(a) + q(b) = q(a) + gq(B), 这 说 明 g 是 同 态 . 引 理 4 
说 明 q 是 单 射 , 记 a0:1 一 5! 为 ao(1) = е2". IR 4(ађ) = 1, 即 
q( < ao >) = 1。 对 任何 正 整 数 n,g(< ao >") = n,q( < ao >") 
=- n, 因 此 ,g 又 是 满 射 。…9 是 同 构 , 即 ri(SL,zo) 是 由 < ao > 
生成 的 自由 无 限 循环 群 , 同 构 于 2 o 

S! 的 基本 群 经 常 作为 求 其 他 空间 基本 群 的 基础 下面 求 环 面 
T? = S x S51 的 基本 群 , 先 证 明 关 于 乘积 空间 基本 群 的 一 个 定理 。 

定理 2 xo C€ X,y EY, 则 ri (Хх Y,(xo,yo))= ri(X,xo) 
x x2( 了 ,yo0)( 右 边 记 号 x” 表示 群 的 直 积 , 即 对 两 个 群 H, 和 H, 
集合 Hi x H, = |(hi,h)| h; € H,,i = 1,2| ,其 中 的 群 的 运算 由 
(hi,h>) ° (hi,h>) = (hi © hi, hz h>) 规定 ) 。 

证 明 规定 gini X x Y,(xo,yo)) > mi( X,xo) x ri(Y, yo) 
为 

Pr) = (Gda) Gar) Y Y E zm (X x Y,(x0,y6)) 
其 中 六 和 方 DAE X x УХУ Я, o 显然 是 同 态 。 

e 是 满 同 态 :Va = <aw>Eri(X,xo),8=<0>Er(7， 
y0)。 作 x 了 中 的 闭路 c 为 ce(1) = (alt), bt)), W) (<c>) 
= < ј с> = < 0 > = а, (3), (< с>) = Bo 于 是 9(< 
с>) = (а, В). 

9 是 单 同 态 : 设 oly) = 1,c E y, FÆ j, ° c = e, jy ° € = 
еа H:j, ° c = ez ,б:],° c е, ‚ЖЕ F:ilx 1—> X x ҮЎМЕ(5, 
1) = (Н(5,1), С(5,1)), RDR Е: с = ele (хо, уо) 处 的 点 
道路 ) ,因此 y = < c > = 1. ЕЁ, 

应 用 此 定理 到 PP 上 ,得 到 xi( 了 PY) = Zx 2Z( 一 般 地 ,对 任何 正 
整数 n, 有 XA(T"”)=Zx…x2Z = 1") РЕ, Т > 5° 
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例 1 S HERAA D? 的 收缩 核 。 

证 明 MES, S! 是 D 的 收缩 核 , 即 存 在 一 个 把 圆 盘 变 成 它 
的 边界 圈 的 连续 变换 +:D? 一 S! 且 rr|y = ids WEARI i: S! 一 > 
D2 (Vx € 8!,ї(х) = х), 21-15 = r° io 8! >pD2 -一 S1 ,给 出 
m (S!) Sr (D?) e (SD) B(r° i), = т iro ХГ i = уо 
所 以 诱导 同 态 ne 1 是 x1(5!) 上 的 恒 等 同 态 。 男 一 方面 ,x1(5!) = 
Z,ri(D2) = 101.81 2-10-52, Р r ° i RZ 中 每 一 元 变 为 
0, 这 与 r, ° і, 是 恒 等 同 态 了 矛盾 。 

本 例 说 明 一 个 事实 , 即 不 可 能 把 一 个 圆 盘 连续 地 变 成 它 的 圆 
周 ,而 使 圆周 上 的 每 一 点 保持 不 动 。( 和 否则 非 要 把 圆 盘 撕 破 不 可 。) 
其 证 明 方法 是 代数 拓扑 中 一 个 典范 。 原 来 的 几何 问题 是 困难 的 ， 
但 一 旦 转化 为 代数 问题 ,只 用 非常 简单 的 思想 就 把 问题 解决 了 。 
代数 拓扑 把 拓扑 空间 中 的 图 形 与 代数 中 的 群 论 联系 起 来 , 即 通过 
群 和 群 的 系列 来 描述 它 所 联系 的 图 形 的 几何 结构 ,这 是 数 形 结合 
思想 的 升华 。 


2] АЙ, 


1. 证 明 : 圆 盘 上 的 任 一 连续 变换 至 少 有 一 个 不 动 点 (Brouwer 
不 动 点 定理 )。 

2. KABRA fiS S 为 f(z) = -z, 试 描述 同 态 fa: (S!, 
Dn(S!, -1)。 

З. 设 映 射 /:5!—>5! 规定 为 f(z) = z"(n 为 整数 ), 试 描述 同 态 
/х:т1(5!,1)—>т(5!,1)% 
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&4 拓扑 空间 的 同 伦 等 价 


定义 ”XY 为 拓扑 空间 ,如 果 存 在 连续 映射 f:X 一 Y 和 g:Y 
— X, (Eí: 

g ° f= idy: X— X(g ° f HX ERE) fll f ° g = idy: Y— Y(f ° 
g KAY EEE) 则 称 X 与 Y 同 伦 等 价 :X = 了 , 且 记 g = f'' 。 

s еи 以 传递 性 为 例 ， X 
ZY,YZZ. o = g°f:X— 2,0 = fg :2Z >X, 则 Jey = 
f'e ef = ff = iy: X— X FH o° $ = idz: Z> ZAI, 
X SZ. 

每 个 同 胚 映射 X=Y 都 是 同 伦 等 价 : X = Y= X = Y, BX 
Y>X 二 了 不 成 立 , 也 就 是 说 , 同 伦 等 价 比 同 胚 等 价 更 广泛 ,每 1 
同 伦 等 价 类 含 若干 个 同 胚 等 价 类 。 

例 1 图 形 0.1.2.3.4.5.6.7.8.9 按 同 胚 分 类 为 :10|1、|11,2， 
3,5,7|.141.16,9|. 181, [116772 310,4,6,91|.11,2,3,5,7|. 
181. 

例 2 X= 5!,1 = {(х,0)11=х=21,1= XU Lj X z 
7Y( 考 虑 连通 性 )。 但 并 ~ 了 ,事实 上 ,定义 f: X— Y #le: Y — X l 
F: 

y y € 5! 
Ka) = кк) = [ O Jei 
дЕ, H z f = idy,f ° g = idyo 

例 3 E! Е. 

W 方太 一 无为 投射 Fx,y) = x,g: bE ats) = = Са 
0), f° g = idp: Е! = E',g ° f = idp: Е Е?) ЯЕ H: 
E? x I> Е? H H((x,y),t) = (x,ty), g ° f Sido Ж Е! = 
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Е?, 

例 4 对 任何 拓扑 空间 X. 8 Xx 7 二 站 ,特别 地 , 平 环 S x 了 
与 $ 同 伦 等 价 。 

记 f: Xx 1 一 XX 是 投射 f(x,t) = x,g:X 一 x1 为 g(x) = 
СаО) ер н ра ME Ген X £ POE 
Н:(Хх1) х5 = ХХІ Н((х,1), 5) = (x,st) M| s = 18, (х, 
t) > (х,1), № idy s = ОВ, (x,t) — (5,0), уе ° р. Ве ° f 
аа) o 

两 个 同 伦 等 价 的 空间 ,也 有 同 构 的 基本 群 , 即 有 以 下 命题 : 广 
A => Y 同 伦 等 价 ， хо € X, yo = f(xo), 则 f: (X, хо) > m (Y, 
yo) Æ RH CERM) AmA X — 了, 且 它 们 道路 连通 , 则 z (X) = 
Tri(Y) ә 

于 是 可 把 计算 一 个 空间 的 基本 群 问题 转化 为 例如 S 的 基本 
FE: FI ~ S$ ,从 而 平 环 的 基本 群 是 Z 。 

根据 这 个 命题 ,还 可 判断 空间 不 同 伦 等 价 。 例 如 平 环 和 圆 盘 
D? (ai (D) 为 平凡 群 ) 不 同 伦 , 有 和 S2 不 同 伦 。 

例 5 (代数 基本 定理 ) 复 数 域 上 次 数 大 于 0 的 一 元 多 项 式 必 
有 根 。 

证 明 反 证 法 。 设 pi(z) = аш" + az"! + + az + ao fE 
复 平 面 上 无 根 , 则 ау 关 0, 不 妨 设 a, = 1,Vr > 0, нај 


нта (гє sh, 则 对 任 一 7,f; = fofo = TaT o] 为 常 值 映 


射 , 于 是 f 零 伦 ,但 当 r 一 + = 时 ,f(z )— z", AT r 充分 大 时 ， 
Ў. h XE h a: Sl — SI 为 hi(z) = zm(z € S!), h, A E (Ë 
((h,), 不 是 平凡 同 态 ) ,了 矛盾。 
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>J 题 


1. 设 了 道路 连通 , 且 ri(Y) 是 交换 群 。 如 果 f< g: ХҮ, + 
Ях %Є X,f(xo)= g(xo)= уо, ДЇ fr = gr: m (X, хо) >m (Y, уо) 
2. 设 太 X-=7Y 是 一 个 同 伦 等 价 , 则 的 所 有 同 伦 逆 构 成 了 到 
的 一 个 映射 类 。 
3. 证 明 : 与 道路 连通 空间 同 伦 等 价 的 拓扑 空间 也 是 道路 连通 
4.ro(X) 表 示 空 间 X BJ38 58 22 Ж #@ь„ EAE X. Y, MI 
ro(X) 与 ro( 了) 之 间 可 建立 一 一 对 应 。 


85 形变 收缩 核 


形变 收缩 核 是 同 伦 等 价 的 特例 。 例 如 , FIA = |x € А11 
< |x || < 2|, 其 形变 收缩 核 为 $: ,收缩 映射 r = ТТ EA, 


A = S'o XAN D" Æ R" ИКАН, S" ERY — |0} 的 形变 收缩 
核 , 令 p = (-1,0),q = (1,0), е 字形 :SIV S'Æ R- (р, 9! 
的 形变 收缩 核 ,图 1 显示 了 R* - |p q) 连续 地 变 为 © 字形 的 
过 程 。 

定义 ”4 是 的 子 空间 ,i:4 一 是 包含 映射 ,如 果 存 在 收缩 
ШЙ] r:X—> Aro г = idi:4 一 X 一 4), 使 得 i。r 和 ~ idy: X — 
X, WFR A ЖА 的 一 个 形变 收缩 核 。 

显然 , > 与 1 是 一 对 互 为 同 伦 逆 的 同 伦 等 价 的 ,4 ~ 了 了。 下 面 解 
ier = idyo 

É Н гах 到 i。r 的 一 个 同 伦 , 则 H(x,0) =x, Vx € X , 
H(x,1) Є А, ух € Х,Н(а,1) = а, yaE4- 厅 称 为 从 X 到 4 的 
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图 1 
形变 收缩 ,上 且 i。r(x) = H(x,l),idy = H(x,0) 。 注 意 ,t 关 0,1 
时 ,A 中 的 点 在 收缩 过 程 中 可 以 变动 。 
例 1 图 2 中 三 个 图 形 均 为 R? 挖 去 两 点 后 的 形变 收缩 核 , 除 
(а) 外 ,(5)、(c) 的 收缩 过 程 请 读者 考虑 ,它们 互相 同 伦 等 价 ,但 
Н.Ж АМ o 


0000,0 


(Ь:0 – 25 [8]) 
В 2 


例 2 рх 10 U 5S!x7( 即 圆柱 的 底面 和 侧面 ) 是 D? x ОЯ 
ЕЖ) 的 形变 收缩 核 , 以 点 p(0,0,2) 为 中 心 作 中 心 投射 +, 将 D? x 
1 上 各 点 映射 到 D? x |0} U S! x Е, 是 收缩 映射 (图 3)。 

X FJA 的 一 个 形变 收缩 五 的 如 果 保 持 4 中 的 点 不 动 , 即 H(a， 
1) = a,YVYaE€4,tE€17, 称 4 是 X 的 强 形变 收缩 核 上 面 的 诸 例 均 
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为 强 形 变 收缩 ( 核 ),M.Fuchs WH T X = Y BJ ЛЖ 
条 件 是 ,存在 拓扑 空间 Z, 使 得 X 和 YY 分 别 同 胚 于 Z 
的 两 个 强 形变 收缩 核 ,这 说 明 同 伦 等 价 直接 或 间接 
地 和 形变 收缩 核 概念 有 关 。 

例 3 (不 是 强 形变 收缩 的 形变 收缩 )X 是 R? 
的 “第 形 子 集 ",X= |(x,y)|x 有 理 数 ,或 y=0|,4 
C 为 了 轴 ( 图 4) ,规定 到 4 的 形变 收缩 五 为 


图 3 


(x,(1-3t)y) 011 
" 1 2 
H((x,y),t) =+ ((2-3t)x,0) 3519, 
2 
(0,(3:-2)у) 311 


万 即 为 所 求 。 注 意 , 当 0 < í < 村 时 ,y 轴 的 点 在 移动 。 
利用 连通 性 , 易 知 R! j Rr 不同 胚 , 下 面 说 明 R2 Ej R(n > 2) 
不 同 胚 ,事实 上 , R - |0|(п > 2) M S- EEAS- E R* - |0} 
的 强 形变 收缩 核 )。R" - |0} 单 连通 ,但 К? - |0} 不 是 单 连通 (… S! 
不 是 单 连通 ), 于 是 К? 与 R'(n > 2) 不 同 胚 ,推广 到 高 维 情 形 , R 
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与 К"(т = п) АЕ. 
习 题 


1. # B ЖА 的 形变 收缩 核 ,4 是 X 的 形变 收缩 核 , 则 B 也 是 
站 的 形变 收缩 核 。 

2. 若 BCACX,A 是 的 收缩 核 ,B 是 XX 的 形变 收缩 核 , 则 
B 也 是 4 的 形变 收缩 核 。 

3. # Xi, X ж X WW F RBI £, X IU X, = X, X, = X, ) X; 
非 空 , 且 是 不 的 形变 收缩 核 , 则 Xo 也 是 X, 和 X, 的 形变 收缩 核 。 

4. 设 七 是 Mibius 带 ,4 是 它 的 边界 ,xoE4。 证 明 包含 映射 
1 :4 一 天 诱导 的 同 态 忆 :ri(4,80) 一 ri(X,xo) 不 是 同 构 。 

5. 证 明 Möbius 带 的 边界 4 不 是 它 的 收缩 核 。 

6. Ж xo 是 D" 的 边界 S"-! 上 一 点 ,证 明 Ss- jol Æ D- 
|xol 的 形变 收缩 核 。 

7. 证明 Е? En(n >2)。 

8. 证明 025 р"(п>2). 

9. 设 /是 瑟 中 一 条 直线 ,证 明 ri( 梧 -17) 是 自由 循环 群 。 


56 商 空间 和 曲面 的 多 边 形 表示 


一 个 集合 上 有 等 价 关 系 尺 ,XX/R 为 商 集 , 映 射 p:X 一 Х/К 
称 为 粘 合 映射 ,p 是 满 射 - 设 已 有 了 拓扑 <, 下 面 定 义 商 拓 扑 , 使 
Х/К 成 为 一 个 拓扑 空间 商 空间 。 

定义 ” 设 (X,7) 为 拓扑 空间 ,Y 为 一 非 空 集合 ,f:X 一 了 为 满 
射 ,了 的 子 集 族 z = |V c Y:f (V) Є ті УК, т У 
的 (相对 于 了 及 + 而 言 的 ) 商 拓扑 。 

定理 1 设 rt 为 Y 的 相对 于 映射 /及 X 的 拓扑 zt 而 言 的 商 拓 扑 ， 
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则 

(1)/: X— УЖ. 

(2) # rz: 为 了 的 另 一 拓扑 , 且 对 z! 而 言 f: X УЕ, BM т! 
c zx( 商 拓扑 是 使 了 连续 的 最 大 拓扑 )。 

证 明 EC) Æ VE r, AFA e 而 言 连续 , 故 (У) 
Er, 即 了 Er,rcCr。 

定理 2 i% X.Y.Z 为 拓扑 空间 , 且 工 的 拓扑 为 对 于 给 定 映射 
f:X 一 Y 及 X 的 拓扑 而 定 的 商 拓扑 , 则 任 一 映射 g:Y — Z 连续 
aog ° f: X — Z 连续 ( 见 交 换 图 表 ) 。 


X 


gof 


8 


证 明 (ХЕ. Æ gof ER, WAZIR, MC. fW) 
HX WFE, Cg ° AIW) = /'(g-!)(W)),Y 为 商 空间 ， 
zg (W) 为 了 的 开 集 , 即 g 连续 。 

ЖЕЗ 针 、Y 为 拓扑 空间 ,f:X 一 了 为 在 X 上 的 连续 开 上 映射， 
则 了 的 拓扑 为 对 于 f 及 X 的 拓扑 而 言 的 商 拓 扑 。 

ИН 若 了 为 了 的 开 集 ,连续 , 广 :(P) A ХЮ. VA 
了 的 对 商 拓扑 而 言 的 开 集 .反之 , 若 了 为 工 的 对 商 拓扑 而 言 的 开 
E, 则 /-1( V) 为 和 的 开 集 。 由 于 是 在 上 的 映射 , У = 
FEV) 为 工 的 开 集 , 故 二 上 的 拓扑 为 商 拓扑 。 

拓扑 空间 X 有 某 种 性 质 已 时 , 若 开 的 任 二 商 空间 XY/R 也 具有 
性 质 已 , 则 称 P 为 可 商 性 质 , 例 如 ,连通 、 道 路 连通 、 紧 致 .可 分 、 
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.事实 上 , 凡 经 过 连续 映射 保持 不 变 的 性 

例 1 (жен ) :在 实数 空间 R! 中 ,将 开 区 间 (0,1) 中 所 
有 点 粘 成 一 点 , 其 余 的 点 视 为 自身 , 得 到 一 个 商 空 间 ае 
t Кое. C (0,1) È 4 = bo ZARAZE R/R, [1], 


Г-у e АТТЕСТА Е Т 空间 。 


Aakil] 51110] 都 是 RIZR АЈ ("101,1 A R rh 
闭 集 ) 但 没有 不 相交 的 邻 域 .因而 RIAR 不 是 7 正则 、7T3、T 2 
于 是 ,上 述 各 种 性 质 均 不 是 可 商 性 质 。 

由 于 p: X— Х/К 为 满 射 ,所 以 可 给 予 X/R 以 商 拓扑 使 之 成 
为 拓扑 空间 。 商 空间 的 几何 直观 是 用 粘 合法 构造 几何 曲面 ,这 种 方 
法 在 代数 拓扑 中 是 很 有 用 的 ,扩大 了 我 们 关于 曲面 的 眼界 ,丰富 了 
几何 的 空间 想象 力 。 

例如 , X 为 圆柱 面 ,用 XX 粘 合 为 环 面 天 (每 一 直 母 线 两 端 粘 
合 ) 的 过 程 记 为 连续 映射 f. R 为 粘 合 决定 的 等 价 关 系 ,g:X/R 一 
7 是 相应 的 一 一 对 应 关系 (每 一 直 母 线 两 端点 粘 合 为 有 上 一 
点 , 直 母 线 上 其 余 的 点 对 应 自身 )。 因 为 上 = g ° p 连续 , 即 有 g 连 
续 , 由 于 XX 紧 致 和 p 连续 ,X/R 紧 致 ,而 ?是 Hausdorff 空间 , 故 g 
为 同 胚 . 即 从 拓扑 的 意义 上 , 环 面 T БШШ УВ] X/R( 图 1) ,今后 ， 
我 们 直接 用 商 空 间 的 概念 来 理解 粘 合 的 方法 ,而 不 论 它 在 直观 上 

能 否 被 接受 -例如 ,把 圆 盘 D? 的 边界 5 EDES 对 对 径 点 粘 合 
(曲面 自身 不 能 相交 ) 得 到 射影 平面 (图 2), 这 在 R 中 是 做 不 到 
的 ,只 能 在 А 中 实现 。 

以 下 考虑 曲面 的 多 边 形 表示 ,介绍 R° 中 的 平 环 ,R* 中 的 
Mobius 带 和 环 面 , Ri 中 的 射影 平面 和 Klein 瓶 。 把 矩形 弯曲 并 将 画 
有 箭头 的 两 侧 边 上 高 度 相 同 的 点 粘 接 得 到 一 截 圆柱 面 , 通 过 中 心 
正 投影 它 同 胚 于 平面 上 由 两 个 同心 圆 所 夹 的 环 带 一 一 平 环 
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图 1 图 2 


(图 3)。 若 将 截 圆柱 面 的 两 个 截 口 互相 粘 接 可 得 到 环 面 天, 粘 接 过 
程 中 ,每 一 直 母 线段 的 两 端 粘 合 ,两 个 截 口 是 以 相同 的 方向 粘 接 的 
(84). 


[ J Í j 
й «= 


下 面 换 一 种 粘 接 方法 。 对 和 矩形 先 拧 转 180 再 将 两 侧 边 粘 接 ， 
得 到 的 曲面 为 Mobius 带 (图 5) -而 将 截 圆柱 面 两 个 截 口 方向 相反 
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地 粘 接 , 则 得 到 klein 瓶 ( 图 6) 。 


图 5 图 6 

Mobius 带 是 单 侧 曲面 的 典型 例子 ,也 叫做 不 可 定向 -Klein ER 
的 粘 接 过 程 在 3 维 空间 中 是 做 不 到 的 ,因为 必须 将 圆柱 面 弯曲 后 
把 一 端 穿 过 管 壁 进入 管内 与 另 一 端 相 接 ,而 在 进入 管内 之 处 必然 
要 相交 -但 在 4 维 空间 中 可 以 实现 (让 交点 的 第 四 个 坐标 不 同 , 犹 
如 平面 上 两 相交 直线 放 在 三 维 空间 中 ,让 交点 的 第 三 个 坐标 不 同 
就 不 相交 ) 。 

Klien 瓶 的 单 侧 性 可 以 通过 Mobius 带 的 单 侧 性 来 理解 :将 两 个 
Mobius 带 沿 它们 的 边缘 粘 合 起 来 所 得 曲面 同 及 于 Klein Wis Klein 
瓶 是 由 图 6 所 示 的 一 个 长 方形 将 两 对 对 边 按 箭头 方向 相同 粘 合 起 
来 得 到 的 。 将 图 7(a) 中 的 上 面 的 矩形 沿 中 线 АА 剪 开 ,分 为 工 、 
III 两 块 ,再 将 矩形 H (Б) 粘 合 后 即 得 (c) 。 

若 将 上 半球 面向 赤道 平面 作 垂直 投影 ,半球 面 变 为 一 圆 片 ,其 
内 部 的 每 一 点 为 射影 平面 上 的 一 个 “点 ”, 圆 片 边界 圆周 上 的 一 对 
对 径 点 看 成 一 个 "点 " ,这 就 是 射影 平面 的 圆 片 模 型 。 既 要 粘 合 
对 对 径 点 ,又 不 能 使 曲面 自 交 ,这 也 只 有 在 4 维 空间 中 才能 做 到 。 
下 面 说 明 :将 圆 片 模型 控 去 一 个 更 小 的 圆 片 可 得 Mobius 带 - 沿 着 
АВ .CD 切 开平 环 ,使 之 变 成 两 个 矩形 ,再 将 外 圆周 的 各 对 对 径 点 
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А B 
C B 
„ШЕ ар 
С В А А 
(а) (b) (с) 
图 7 


粘 合 , 得 一 长 方形 ( 按 图 中 相同 的 字母 将 长 方形 的 两 端 粘 合 ) 为 
Mobius 带 ( 图 8)。 


AmB 
УУ Е AB D C 
C D 


图 8 

反 过 来 , 沿 Mobius 带 的 边缘 粘 上 一 个 小 圆 片 ,又 可 得 到 射影 
平面 己 , 所 以 PEEM ER, Р? 从 整体 上 看 是 一 个 封闭 的 
单 侧 曲面 。 但 局 部 上 与 欧 氏 平面 相同 .射影 几何 中 研究 的 图 形 均 属 
局 部 而 非 整体 ,因而 仍 在 欧 氏 平面 上 作 图 。 

例 2 图 9 为 环 柄 双环 面 和 Mobius 带 的 表示 。 

例 3 球面 挖 一 个 洞 同 胚 于 一 个 圆 盘 ,由 前 面 的 讨论 知 球面 
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à жій 
a, b, ` 
a, bi а, 
a, Ce 
| М s 双环 而 
Möbius 
图 9 


挖 一 个 洞 ,在 洞 的 边缘 粘 合 一 个 Mobius 带 得 到 射影 平面 。 安 装 两 
个 Mobius 带 的 球面 则 同 胚 于 Klein Ж 10(a) 中 工 . 正 分别 是 两 
个 Mobius 带 ( 见 上 例 ), 卫 是 挖 两 个 洞 的 球面 , 先 将 [、 了 [ 粘 合 起 
来 ,结果 仍 是 Mobius 带 , 见 (b)。 再 将 它 和 Mobius #7 IA A EK, 
两 个 Mobius А АО ВН ТАПА Е Klein Ж 

没有 边界 的 紧 臻 连通 曲面 称 为 闭 曲 面 , 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 问 
题 已 得 到 完美 的 解决 。 

我 们 用 Po 表示 球面 , Pi 表示 安装 了 大 个 环 柄 的 球面 , N. 表示 
安装 了 q 个 Mobius 带 的 球面 , 则 曲面 Ро, Pi, P... Pi… 给 出 了 
可 定向 的 闭 曲 面 的 完全 拓扑 分 类 ;曲面 Ni №, е, Л, 给 出 了 
不 可 定向 的 闭 曲 面 的 完全 拓扑 分 类 -在 闭 曲面 序列 Po, Ру, Р», 
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(a) (b) 
图 10 
Рр, М Na e= N e: 中 ,任何 两 个 闭 曲 面 是 不 同 胚 的 , 另 一 方 
面 ,车 闭 曲 面 是 可 定向 的 , 则 它 必 同 胚 于 某 一 Pi; 若 不 可 定向 , 则 
它 必 同 胚 于 某 一 N,。 这 就 是 闭 曲 面 的 分 类 定理 , 它 是 由 上 一 世纪 
Mobius 和 Jordan 得 到 的 。. 


2] Ай 


1. 将 闭 区 间 [0,1] 的 两 个 端点 0,1“ 粘 合 " 起 来 ,证 明 得 到 的 空 
МАЖ 5'. 

2. 定义 广 尺 一 $ 使 得 对 于 任意 的 
€ К!,/(ї) = (cos2mt,sin2mt), ЇЕ S! 对 
+ f K R! 的 通常 拓扑 而 言 的 商 拓扑 即 И 
S! 作为 К? 的 子 空间 的 相对 拓扑 。 

З. 证 明 下 图 表示 Klein Ж. a 
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$7 单纯 复合 形 


为 了 介绍 单纯 同调 论 ,引入 单纯 复合 形 。 

定义 1 n+1 个 点 a0,a1,…,a, “n NE Eaa], aoa: , 
aoa, 线性 无 关 时 , 称 这 n + 1 个 点 几何 无 关 。 

命题 1 n+1 个 点 a0,al,…,a, 几何 无 关 忆 满足 两 个 条 件 : 


DP = 0, 


DX Аа; = 0 的 实数 组 AoA An 全 为 0。 
证 明 БТ До,Аџ» "А, 满足 条 件 (1),(2), 由 (1):Ao 


x 


SA RAW, Xa lar- аб) = 0,89 Faran aa AEE 
ETA = И а 


ез Араз: Ан 使 得 > Ailai 一 ao) = 0, 记 А = 一 


i=l 


УА Уу: = 0, 并 且 由 (2),0 = Ула, = Уй; as) Bl 


Ду = = À, = Q; ава," ‚ада, 线性 无 关 。 

. 欧 氏 空间 ( 维 数 足 够 高 ) 中 , 0 维 单 形 为 点 :ao;1 维 单 形 为 闭 线 
Ez а0а1;2 维 单 形 为 三 角形 aoaiaz;3 维 单 形 为 四 面体 aoaiaza3。 
一 般 地 ,处 于 几何 无 关 位 置 的 站 + 工 个 点 jao, a, (п 0) 的 凸 


Б 


{|х х = > Aaj À; =s Ü, >, = ТК — T n E AE ,简称 
ї1=0 i=0 
每 一 单 形 中 包含 的 比 它 自己 维 数 低 的 单 形 称 为 该 单 形 的 真 
面 。 如 果 单 形 с 的 顶点 都 是 单 形 o 的 顶点 , 则 称 o) 是 o, 的 面 , 记 
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Еос. < озь 例如 ,3 AJE ò = < ao,al,a23,a3 > ,0 E MA 
< ugo>，<al>,<a>,，<ai>,1 维 面 有 6 条 校 ,2 维 面 有 四 
个 面 。 这 些 都 是 真 面 。 

两 个 单 形 规则 相处 是 指 要 么 不 相交 ;如 果 相 交 ,那么 公共 部 分 
是 它们 的 公共 面 的 单 形 。 图 1 中 (a)、(b)、(c) 规 则 相处 ,(d)、(e)、 
(f 不 是 规则 相处 。 


(a) (b) (e) (9) (е) (Ü) 


下 面 用 单 形 构造 

定义 2 K 是 单 形 的 有 限 集合 .如 果 K 满足 

(1) Æ o Æ K WAE, N o 的 任意 面 都 属于 天 ; 

(2)К 中 所 有 单 形 都 规则 相处 ; 
那么 称 天 为 单纯 复 形 ,简称 复 形 .KK 中 单 形 维 数 的 最 大 值 为 大 的 维 
数 , 记 作 dimK = max idim ol, K 的 0 维 单 形 称 为 K 的 顶点 o 

设 о? 是 一 个 p 维 单 形 ， 它 的 所 有 面 的 集合 称 为 ot 的 闭 包 复 
形 , 记 作 Cle = jclc < of|, 它 是 p 维 复 形 ,or 的 所 有 真 面 集 合 称 
为 oz 的 边缘 复 形 , 记 作 Bde = jcljc<o,c 关 oo, 它 是 p-1 维 
AERE K 的 维 数 不 大 于 自然 数 r 的 所 有 单 形 所 成 的 集合 大" = 
lo E Kidimo < rl 是 上 的 一 个 r 维 子 复 形 , 称 为 kK 的 r 维 骨架 。 
例如 , Bdo? 是 Сіс? 的 p - 工 维 骨架 -.K 是 天 的 顶点 集 。 

定义 3 K 中 全 体 单 形 的 所 有 点 组 成 的 集合 Uso o 作 为 R" 的 子 
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空间 X 称 为 KK 的 伴随 多 面体 ,简称 多 面体 , 记 为 IKI =X,K 称 为 X 
的 (单纯 ) 剖 分 。 

注意 , ЭЖ K 并 不 是 拓扑 空间 ,而 只 是 以 单 形 为 元 素 的 集合 ， 
而 为 了 定义 一 类 拓扑 空间 可 齐 分 空间 ,我 们 利用 复 形 这 一 工 
А. 


> oO 


定义 4 设 X 是 拓扑 空间 ,如 果 存 在 复 形 K УА p:1KI 一 
X, 则 称 X 为 可 齐 分 空间 ,(K,q) 或 K 称 为 X 的 一 个 剖 分 , 记 为 X= 
(K,ọ)o 

Н E А АЕ, 一般 地 , 维 数 不 大 于 3 05 JE ДЕН] HA 
的 .以 下 给 出 几 种 常见 闭 曲面 的 典型 前 分 。 

例 1 球面 衬 是 可 痢 分 空间 (图 2) 。 


图 2 


BJ2 平 环 是 可 痢 分 空间 ( 按 aa, 前 开 得 右边 的 形式 ,图 3) 。 

例 3 环 面 是 可 训 分 空间 (图 4)。 

例 4 Mobius 带 是 可 剖 分 空间 (图 5) 

例 5 Klein 瓶 是 可 剖 分 空间 (图 6)。 

例 6 射影 平面 P 是 可 训 分 空间 (图 7)。 

Klein 瓶 和 射影 平面 忆 相应 的 图 形 不 能 在 К? 中 实现 , 故 以 图 
中 右边 的 展开 图 来 表示 它 的 结论 。 

可 痢 分 空间 必 是 可 度量 化 的 局 部 道路 连通 ( 即 yx € X É x 
的 任 一 邻 域 U. ,存在 x 的 道路 连通 邻 域 上 с U.) 的 紧 致 空间 。 
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a, 
a, 


a, 


Мег, 


7 ыи 
\ ao а, as a, 
Š 


EX XF n ÆRE o = < ao,ai,…,a > ,顶点 的 排列 有 
(n + 1)! 个 ,其 下 标 按 奇 排列 和 偶 排 列 分 成 两 个 等 价 类 ,一 个 等 价 
类 称 为 o" 的 一 个 定向 ,o" 和 它 的 一 个 定向 称 为 有 向 单 形 。 有 向 单 
形 仍 记 为 o" ,与 它 有 相反 定向 的 有 向 单 形 记 为 - o" 。 

例 7 о = < ара >, - а! = < ауар > ,а? = < арал, 
ау >= < aaao>=< aaoal >, - 0 = < 41,40, @2 
> = < A0, 42,4] > = < аз, QI ар > о 

对 于 复 形 天 ,如 果 天 中 每 个 单 形 都 指定 了 一 个 定向 , 则 称 给 了 
复 形 以 定向 。 具 有 指定 定向 的 有 向 单 形 称 为 正定 向 形 。 也 可 将 K 
的 所 有 项 点 排列 成 一 个 次 序 来 自然 地 确定 K 中 各 单 形 的 正定 向 ， 
ЕН a0,a1,a2,a3 导出 (图 8) 。 
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1. 设 和 ao,a1,…,an| 是 欧 氏 空间 中 几何 无 关 的 点 组 ,6b 是 欧 
氏 空 间 的 一 点 , 则 15,ao,a1,…,an| 几 何 无 关 eyb Фао, а, ~, 
oj 所 张 成 的 超 平 面 (由 向 量 组 jai - aost, an — ao) PEIR EI h 
维 子 空 间 ) 上 。 

2. Ж o= < ау, al. a, > Æ n 3 J, b Ж W K Z ja] P — 
点 ,使 得 对 oa 的 任何 两 个 不 同 点 x,x' ,线段 bx 和 bx' 只 交 一 点 4， 
则 165,ao,a1,…,an| 儿 何 无 关 。 


58 单纯 复合 形 的 同调 群 


以 环 面 为 例 ,考虑 它 的 一 个 选 定 的 剖 分 天 ,研究 如 何 判 别 曲面 
上 的 一 条 定向 曲线 是 否 为 闭 的 ,进一步 是 否 为 一 小 块 曲面 的 边界 。 
图 1 中 的 定向 曲线 4 看 作 是 各 定向 棱 之 和 ,4 = < u,u > + < u, 
>+< wx>+<x,y >+< у,и >。 规 定 4 的 边缘 为 各 定向 楼 的 
边缘 之 和 : 
дА =9<uv >+9<VW >+9<WX > +90 < х,у> +0 < 
yu > =<v>-<u>+<w>-<v>+<%X>-<w>+< 
у>-<х>+<и>»-<у>»=0 
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再 用 同样 的 方法 可 以 计算 出 定向 曲线 B 也 是 闭 的 。 进 一 步 对 图 
中 由 三 个 三 角形 拼 成 的 一 小 块 曲面 P ,其 边缘 : 
ӘР =д <e,a,b >+9 < e,b,c >+ Ə < e,c,d > 

=<a,b>+<b,e>+t+<e,a>+<b,c>+<c,e>+< 
e,b >+ < c,d > +< d,e >+< e,c > 

=<a,b>+< b,e>+< ea >+< b,c >+ < с,е> — < 
b,e>+ < c,d > +< d,e >-< с,е > 

= < a,b>+<b,c>+<c,d>+< d,e >+< e,a > 

= B 
于 是 有 8 是 一 小 块 曲面 已 的 边缘 ,这 是 判别 曲线 B 是 否 为 曲面 上 某 
一 小 块 曲面 边缘 的 方法 。 

一 般 地 , 天 内 定向 棱 的 以 整数 为 系数 的 一 个 线性 组 合 : 

£ = À) < jst SH j А < що P 
如 果 z 的 边缘 为 零 ВП 
9z = дАү < WV > + + дА < uv > = 0 

称 z H K 的 1 维 闭 链 。 

对 于 K 的 任意 两 个 1 ЫБ УА, < wi,v > D < ui 
vi > ,定义 加 法 : 

Zyl < шщ, > + Ўта < Ui,V; > = 264, + pi) < щш > 
则 天 的 全 体 1 维 闭 链 在 这 个 加 法 下 构成 一 个 交换 群 (4be! 群 ) 叫做 
天 的 1 维 闭 链 群 , 记 为 Z ( K) 。 

图 1 中 的 闭 曲 线 四 正好 是 定向 三 角形 的 一 个 整 系数 线性 组 合 
P 的 边缘 , 称 B 是 1 维 边缘 ( 闭 ) 链 。K 的 全 体 1 维 边缘 链 组 成 
Zi(K) 的 子 群 一 一 1 维 边缘 链 群 , 记 作 B1(K)。 商 群 H (K) = 
Ж\(К)/В,( K) 叫做 的 1 维 同调 群 。 
H ( K) 中 的 两 个 元 素 z 与 2 同调 , 则 两 个 闭 链 之 差 是 一 个 边 
缘 链 :z| -z = Z € BI(K) (图 2)。 
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图 2 图 3 


在 同 伦 中 , 图 3 的 C ~ C:。 换 一 个 角度 , C, 和 - C, 共同 形成 
它们 所 包围 的 区 域 的 边缘 , 称 它 们 是 同调 的 道路 。 基 本 群 ri(X， 
хо) 解决 问题 的 范围 有 限 ,有 时 需 引 进 高 维 同 伦 群 z, (X, хо), к Ж 
以 хо 为 基点 的 “n 维 闭路 ”的 同 伦 类 的 集合 。 然 而 ,即使 对 比较 简 
单 的 空间 ,高 维 同 伦 群 的 计算 也 是 非常 困难 的 。 为 了 寻求 另 一 条 联 
系 空 间 与 群 的 途径 ,引入 了 同调 群 。 同 调 群 有 着 深刻 的 几何 内 涵 ， 
只 是 建立 同调 群 的 曲折 复杂 的 过 程 和 抽象 的 代数 化 的 形式 掩盖 了 
它 的 几何 背景 。 

一 般 地 , 设 复 形 K 的 维 为 n ,考察 K 的 p 维 单 形 o1,…,o ,其 整 
系数 线性 组 合 c = по + + по, 称 为 p 维 链 , 链 是 折线 的 推广 ， 
K BJ B 8 р 维 链 记 为 C,(K)。 对 于 C,( K) 的 任意 二 元 :cl = 
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> ngoi, с = X moi ХН Ci + с) 为 


Cit CQ = > (ni + т;)о; 

对 于 任意 整数 上 ,定义 cl BJ Екс 为 
Кс, = > (кп) о; 

则 C. (K) 是 (有 限 生成 的 ) ZRECK) 称 为 复 形 K 的 ( 整 系 
数 )p 维 链 群 

C,(K) = Zo + + Zo, 
我 们 定义 从 C,( K) 到 С, (K)(p > 1) 的 同 态 9, 如 下 : 

对 0 单 形 o, ЕХ 2000 = 0 对 有 向 单 形 cl = aoali ,定义 aial 

= а 一 aoo X} H% JÉ а? = aoai a2, Е Ў. дв? = ауа) 一 ада») + 


aoa (RI 4) ,一 般 地 ,对 有 向 p ÆRE o = agay ap Е X. 


р 


д? = УМ. 1) абау aya ， 
i=0 
即 


Р 
д? = 31 1)'аба "а; латтаро 
і=0 
XF p EE с = nio) 十 … + паса, Е Ў дс = п\дв\ 十 … + пад ра, 
z Dna pio TE 9,: C,( K) = С„-\(К)(р 三 1),9o: Co(K) 一 0 是 
同 态 , 且 得 到 同 态 序列 
ССК) C, (К) 5 LC (K) ССК) 210] 
对 于 p 维 链 c,p - 1 维 链 avc 称 为 c 的 边缘 链 。 
定理 1 3, 9，= 0( 或 简 记 为 合成 同 态 939 = 22 = 0) 。 
证 明 RADE p Жо” 满足 定理 即 可 - 记 o = agara, 
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а, а, 
а; a, 


р 
R . ^ 
= ёс „б 1) aoai тар ap) 


i=0 
Р, . A 
= L es 1):9,1(аоа"""а;--*а,) 
1=0 
р 
= žit- 1): СУ (- l)lao`' ар сага, + NE 1)! 
=0 j=0 j=i+] 
ao“ агар dy) 
. - ^ ^ Бу! . + 
= Уу (= 1) tao aj" ai ap = > = їн 
O<j<i<p Osisjsp 
ag ai a; Gy 
= 0, 


例 1 对 1 维 单 形 ol,90! 是 0 链 , 所 以 30o!l = 9(901) = 0。 对 
2 ҢҢ в? = aosaía,,2Ə2o2 = д(дв?) = д(ауа›- аба» + аа!) = 
а)-ау-(а»›- ao) + aj — ao = 0.XJ 3 RJE o? = aoalaza3;a2a3 
= 9(903) = 2(аазаз — apazaz + арацаз — ауаџаз) = (азаз - 
aiaz + ajaz) – (asas – ауаз + аба») + (ajaz — абаз + ара) — 
(aia – apa + аба) = 0. 

Е, а 12 UB A 6 RESA- 1)/- H? = 0 的 几何 
意义 是 任意 面 片 的 边缘 为 闭 折线 。 

当 复 形 K 的 p EBE СР, ДЕ 9,c? = 0 时 , 则 с 称 为 p 维 闭 链 ， 
р 维 闭 链 的 全 体 是 CK) 的 一 个 子 群 , 叫 作 天 的 P 维 闭 链 群 , 记 为 
Z,(K)。 事实 上 ,2Z,(K) 是 同 态 2: C,( K) 一 С, (K) 的 核 , 故 
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Z,( K) 是 С,(К) 的 子 群 一 一 p 维 闭 链 群 , 且 Zo(K) = Co( K) 。 

对 于 p 维 链 必 ,如 果 存 在 p + 1 维 链 с”*!, ЕЁ Ос = c, 
с 叫做 p 维 边缘 链 。 由 9c? = (IPH) = 022+ = 0, 知 边缘 链 сг ë: 
ЙН р 维 边 缘 链 的 全 体 记 为 B,(K), 目 B,(K) = 9C,w(K), 为 
CCK) 在 9 下 的 像 , 它 是 ZK) 的 子 群 ,叫做 p 维 边 缘 链 群 。 

商 群 H,( K) = Z,(K)/B,( K) 叫做 复 形 K 的 整 系数 p 维 同调 
群 ,因为 C,(K) 是 有 限 生成 的 ,所 以 H,( K) 也 是 有 限 生成 的 交换 
群 。 

若 对 于 两 个 p 维 链 zi ,2 FE p + 1 维 链 c 使 a - zo = apace 
时 , 称 z 与 z 同调 :zi ~ z2。 对 于 pp 维 闭 链 z, 有 z= д„,ус(с Hp 
+ 1 维 链 ) , 称 z 同调 于 0:z ~ 0。 将 p 维 闭 链 群 Z,(K) 按 等 价 关 系 
~ 分 类 而 得 到 的 等 价 类 (同调 类 ) 的 全 体形 成 同调 群 А, (К), Е c 
所 在 的 同调 类 记 为 [ec] 。 

例 2 计算 K = lal 的 同调 群 H,(K) 。 

"ip = 0 时 , C,(K) = Za = |za|z € Z|, 当 p 产 0 时 ,我 们 将 
链 群 的 概念 推广 到 所 有 整数 , 即 当 p < 0 或 p > dimK 时 , 令 C,( K) 
= 0, 于 是 , C,(K) = 0。 因 此 ,对 所 有 的 p,B,(K) = 0, 从 而 P > 0 
时 , Ho( K) = 20(К) = Za = Zo 当 p #0 时 ,H,(K) = 0. 

例 3 o? = аа, ЖК = Вас? 的 同调 群 。 

Щр з 0,1BF,H,(K) = 0, 对 于 p = 1,С,(К) = Z < ао, а 
>@ Z < al >@ Z < as,ao > (< apa, > 表示 由 顶点 排列 
ao, a, RERA AE) Zo = < ao,al>+< aa > + < а», 
ao > 则 9nzo = 0, 即 nzo Є Zi(k)。 另 一 方面 , 设 z = no < aa 
>+ ni < а›,ау> + п < asa) > Є Z (k). 3z = (mi-m)ao 
+ (m — no)a; + (no = пу)а» = 0,Й# no = ni = m, ЯЖ, (К) 
= Zz = Zo 由 BI(K) = 0, 得 到 HI(K) = Z(K)= Z + 

XF p = 0,Co(K) = Хауф Zai Ф Za = \(поао, тау, пзаз) | п; 
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Є 7,ї =0,1,2| = Z0(K)。 由 于 9 < ао, а > = aí— ao:ao ~ aj; 
д <ау,а›> = a2— aj:ai ~ ao 于 是 ao ~ al ~ ao, 即 同调 类 | ao] 
= [a] = [а]. 这样 Ho(K) = Zlao], 是 循环 群 。 下 面 确 定 
Hol K) 的 阶 数 。 设 nao ~ 0, 则 存在 c = no < aisa > + ni < аз, 
ao > + n> < ад, а > 使 得 nao = дс = (ni – пу) ао + (m – по) а 
+ (по = п) а, М no = ní = л, п = 0.8) Ho(K) 是 无 限 循环 
群 ,Bo(K) = Zo 

一 般 地 , 当 p = dimK 时 , G, (K) = 0, 所 以 В,(К) = 0, 于 是 
Н,(К) = 2Z,(K), 它 是 自由 交换 群 。 

复 形 K 如 果 不 能 分 解 为 两 个 非 空 不 相交 子 复 形 的 并 ,就 称 K 
是 连通 的 ,否则 天 不 连通 。K 的 一 连通 子 复 形 荆 称 为 K 的 一 个 连通 
分 支 ,如 果 K - 工 也 是 子 复 形 ,显然 ,K 的 连通 分 支 就 是 其 极 大 连 
通 子 复 形 ,每 个 复 形 总 可 以 分 解 为 有 限 个 连通 分 支 的 并 集 。 当 然 ， 
复 形 只 是 一 个 有 组 合 结构 的 集合 ,这 里 所 说 的 连通 和 连通 分 支 与 
拓扑 空间 的 连通 和 连通 分 支 是 不 同 的 概念 。 

设 复 形 天 不 连通 ,K = Ki U Ks, Ki 和 Ks 是 不 相交 的 子 复 形 。 
显然 C,(K) = С„(К,) Ф С,(К,)(р HER), ЖН 9р: C,( K;) 
> C, (K,),i*= 1,2, 于 是 Z(K) = 7„(К\) Ф 2,(K),B,(K) = 
B,(K,) Ф B,(K;), МТА, (К) = H,(Ki)@ HH,(K)( 设 z= cí + 
ca e E C,(K,),i = 1,2.9;z = дусу + дс; = 0,18 дс; Є С, 1(К;) 
由 CIK= С,_\( Ку) Ф C,-(K,) 143c; = 0,Z,(K) = Z,(K.) Ф 
7„( К,)„Ж{ДЖЖ% Ж В,(К) = В„(К,) Ф B,(K,)) ° 

定理 2 ( 直 和 分 解 定理 ) 设 复 形 K 的 连通 分 支 为 Kl,…,K,， 


则 
H,(K) = B,(K.) @ Ө Н,(К,) = @B,(K),p € Z o 


定理 3 复 形 的 零 维 同调 群 HK) 的 秩 等 于 天 的 连通 分 支 个 
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Ж, КАГУ, НК) = Z фт O Z. 


证 明 ”根据 直 和 分 解 定理 ,只 须 证 明 连 通 复 形 的 零 维 同调 群 
是 自由 循环 群 , 取 定 а, € КОКА), уа € К, h КЕ 
通 性 存在 链 c € CI(K) ,使 得 aci = ai- ау, al ~ а; Юа; 
= [a1]。 于 是 对 任意 的 z = 2) па: Є Zo(K),[z] = (>) п) [а], 
即 Ho(K) = 7[ а] 为 循环 群 ,下 面 确定 Ho(K) 的 阶 数 为 无 限 。 即 
ES nla] = 0, 则 n = 0。 事 实 上 ,存在 cE Ci(K) 使 得 nal = дс. 
但 对 任意 1 维 单 形 аа,,даа, = aj- а, É fE а Жа 上 系数 之 和 
(-1) +1= 0, 一般 地 , 当 将 2с 表示 成 gc = У) ma 时 , 必 有 


r 


> ni = 0. па = У) ња; = nia) + noa + ` + na,, B] п 
i=l 
= mnly 12 = `* = n, = 0。 因 此 n = ni =- Ji = 0, 所 以 Ho( K) 
HERMA, HK) = Z 。 | 
例 4 K = о? = аоала,( 5), 3K НСК), Н, (К), Н,(К) 。 
解 ” 由 上 述 定理 , Ho(K) = Zo。K 的 任意 1 维 闭 链 c = nla 


+ asao + ауа), п Є 2,1 до? = ааз + asao + адар ec = 
(по?) В с ~ 0, г. НК) = 0。oK 的 任意 2 维 闭 链 c = пог, пЄ Z, 
由 于 ac ~ 0, 0 = дс = пдо? = п(ајаз + азау + ара) г.п = 


0, 即 任意 2 ВЕ c 0, ~. Н,(К) = 0. 

ШЖ KK 是 1 维 连通 复 形 , 则 H (K) = 
Zi(K), 它 的 秩 就 是 | K | 上 的 “ 洞 ”的 个 
数 , 例 如 对 o? = адаа, К = Bdo?,HI(K) 
= Zi(K) = 2Z, 秩 为 1。 说 明 Вб 有 一 个 
“ 洞 "。 但 对 天 = o, W Hi(K) = 0 对 于 一 ® i 
般 连 通 复 形 K,H (K) 的 秩 为 | KI 上 图 5 
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“ 洞 ” 的 个 数 , 即 Z1(K) 的 秩 就 是 | K' | 上 “ 洞 ” 的 个 数 。 

下 面 再 计算 几 个 复 形 的 同调 群 。 

例 5 КУТ, Ж ЈЕУ б, К = 2op < 0 或 p 
> 2 时 ,HH,(K) = 0. 对 于 pm = 0,KK 连 通 , Ho(K) = Z。 对 于 P = 2, 
z€ 2,(К), К z = то + moz+… 由 于 和 cl 有 公共 边 azas 
的 只 有 o, 由 az = пу(ауа» + asas + asa) + ma(asa + аза + 
asas) +: = 048 ту = п, М z = мо + моз +…。 类 似 考 察 
HR о, PIA z = п (о + 06) „(8 9(0 + 06) 50, ~.n, = 0B} 
2,(К) = 0, ^. Н,(К) = О.Ж H (К), e € С(К) „ж c Eaa 
上 取 值 为 , 则 c- 2, Æ ааз 上 取 值 为 0, 它 同调 于 c(…e- (c 
— 3ko) = Iko) 我 们 称 用 oa 消去 с 中 的 aiaz( 或 挤 到 边 上 去 的 方 
法 )。 类 似 地 ,还 可 用 co ,os ,ad as 和 6 分 别 消 去 asa6、aza3a、a4a6、 
аѕа 和 azas, FÆ c 同调 于 链 cl = пүауа» + maasaa + nsa2a6 + 
naa6a3 + nsaza4 + n6a4al, 如 果 cEZICK), 则 cE2(K), 因 此 
0=ac=(ng- mn)al+(n – 
пз) аз + (n4 — ns)as + (ns — пв) ад 
+ (ni = л) аѕ + (пз — па) ав, МІП 
пр = пу =‘ = по z = ajas + 
азал + азаб + аваз + азад + аца, 
Й] с! = n iz, < c > = nil < z > 0 
说 明 H ( K) EH < z > 生成 的 循环 
群 ,下 面 证 明 < z > 的 阶 为 无 限 群 ; а a, 
4 m < z > = ОН, 48 m = 0. 


事实 上 , 若 m < z > = 0, 则 有 c= 图 6 

6 

>; ngi Є С,(К),® 9с = mz ,9с 

Ñi 

和 mz Æ ajaz 的 值 分 别 为 ni 和 0, 因 此 = О, п = … = ne 
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= 0,..c=0, 从 而 m= 0,..Н(К) = Zo 

注 : 本 例 中 还 可 用 挤 到 边 上 去 的 方法 ,证 明 K 的 任意 一 维 闭 
ВЕ с 同调 于 另 一 典型 的 代表 闭 链 z = ала» + asa6 + авад, < c 
>= n < z >, 此 外 ,二 个 多 面体 的 不 同 剖 分 有 同 构 的 同调 群 是 
由 同调 群 的 拓扑 不 变性 来 保证 的 。 最 后 , 平 环 中 的 任 一 有 向 闭 曲线 
必 与 取 n 次 的 有 向 内 圆周 共同 作成 平 环 上 的 一 有 向 区 域 的 边缘 ， 
平 环 的 这 个 几何 性 质 在 数学 分 析 和 复 变 函数 论 中 是 常用 的 。 

例 6 天 是 环 面 的 一 个 剂 分 (图 7) , 取 定 2 维 单 形 的 定向 ,并 
ЮЕ ofi = 1,…,18), H (K) = Z,H,(K) = 0(p = 0,1,2BF); F 


面 计 算 Hs(K): 记 Z| = QIQ2 + dQ3+ кач = ауа + адал + 
azai, W) z 和 z, 均 为 1 维 闭 链 , 记 z = Y 。, 则 不 难 验证 ， z, Є 


Z,(K).# Z asaj, Ё су 的 顺 向 面 ,而 natin 的 顺 向 面 ,于 是 
# c€ Cs(K), 则 95c 在 aias 上 取 值 为 0, 等 价 于 < 在 ol 与 o;, 上 取 
值 相同 ,于 是 cE Z,( K) 等 价 于 cc 在 每 个 o, 上 取 同 样 的 系数 n:c = 
nz, AE Н(К) = 2,(К) = 2. 

设 cE CI(K), 可 以 用 cas 消去 araa, H o1 ÑE ajag, , AM 
с ~ с! = паја + пзазаз + пзазау + naG)a4 + na + пвала\ 
+ пуазаѕ + ngasag + nga3a6 + nasao K 8). М с У Ё, дс! = 
О, АЈ пу = ng = по = пу = 0, Й ní = п = n3 Ж т = ns = 
пв, c! = nizi + пг, < c > = п < z) >+ na < >, N 
此 ,由 < z > Ж < Z, > ÆR H (K). FERE z ЯЙ z, 的 阶 均 
为 无 限 阶 。 若 mm <z >+ m < z, > = 0, nz + т’ Є B (K), 
从 而 有 cE С,(К),{[#д›с = пг + т’, T. nz + тг, К 
部 的 ( 除 z 外 )1 维 定向 单 形 上 取 值 为 0, 可 推出 c = hzs, 从 而 9с 
= 0, 得 到 = m = 0,..Н,(К) = Z 72, 这 反映 出 环 面 7 了 有 两 
个 “ 洞 ”, 即 闭 曲 线 a 和 8 所 反映 的 环 面 两 个 不 同 的 洞 (图 9)。 图 中 “ 
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a, 


a, 


A у 反映 同一 个 洞 , 这 是 a ~ y 的 缘故 ,换言之 , 同调 等 价 类 
< a > 刻画 了 环 面 了 的 " 洞 ”的 性 质 。 而 ó 自身 是 环 面 7 上 一 块 曲 
面 片 的 边缘 ,6 并 不 刻画 任何 洞 。 


例 7 ”天 是 射影 平面 的 训 分 (图 10), (К) = 7,Н„(К) = 0, 
当 p 头 0,1,2 时 ,下 面 先 计算 H,( K), z, = aja + asas + asa), 
把 外 边界 的 棱 叫 做 边缘 棱 , 其 余 的 叫做 中 间 棱 。 考 虑 一 个 2 维 闭 链 
c, 因 为 9c 中 不 出 现 中 间 棱 ,所 以 ec = nc, 这 里 c, = ya 而 = 
де = дпс) = 2nz,..n = 0 这样 H,( K) = Z;( K) _ 0. 现 在 计算 
H (K), о; 消去 中 间 棱 ,可 知 对 天 的 1 维 闭 链 z ~ nz, В 
H (K) 是 由 < 2 > 生成 的 循环 群 。 下 面 证 明 z 的 阶 数 为 2, 即 nz 
~ 0, 必 有 nn 使 = 2п „Ж Е, п ~ 0, 则 有 二 维 闭 链 c, 使 9c = 
nza, H F ac REPER, c = nc), BR nz = anc = пдс› = 
2nz п = 2n ,-. H ( K) 是 2 阶 循环 群 , 记 作 :HI(K) = 2. 
上 所 述 : 


Z p=0 
НОК) = А р = 1 
0 р = 0.1 
由 此 例 可 构造 2 维 复 形 K : 
Z p = Ü 
H,( K) = (z pal 
0 p #0,1 


其 中 Z, 为 g 阶 循环 群 。 

018 设 o" 是 n 维 单 形 ,n > 1,KK 为 闭 包 复 形 Clo",dimK = п, 
则 

ню -人 жш ti. 
对 于 0 < p < п, ЖЕ ao € КОКЕ fE sk K BJ 0 Р 38), XE 
意 的 zE Z,(K), 存 在 z € ZK), 19: 中 出 现 的 有 向 单 形 都 以 
ao 为 一 个 顶点 , H z ~ z (用 挤 到 边 上 的 方法 即 可 )。 设 z = 
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n(ao oaw)+… 由 0=9z = n(al…a,)+…, 且 注意 到 省 略 项 中 
不 再 出 现 a1…a,, 可 知 n=0,..z~0,Z,(K) = B,(K),B,(K) = 
06 对 于 p = п,С„(К) = Zo" = |z" |z € Z| ,9o" #0,..2,(K) = 
O,H,(K) =0。 

例 9 设 o" 是 n 维 单 形 ,n > 1,L 为 边缘 复 形 Bdo",dimL = n 
- 1, 先 计算 А, (L)X} Еп - 1 EBE z, 它 也 是 闭 包 复 形 
K = Сіс" 的 - 1, Н ЕЙ, 2, 1(К) = В, (К), НЮ 
с = т" € C,( K), 119 z ус 的 边缘 链 :z = дс = тдо", 20 = до" 
是 的 一 条 n -1 维 闭 链 , 也 是 工 的 n – 1 ЕБЕ, МИ 4,101) 
= Zz = | mzo| m € Z|。 对 于 n -1 维 复 形 了 ,…C,(L) =0,…B，， 
= 0,9 Н, (L) = 2, 

LHK п - 1 维 骨架 Kool... Xp < n - 1.# H,(L) = 
H,( K). 这 样 ,有 
Z p =0.n-1 
0 p=0,n-1 
H T 1 Сіс" |= D", | Bdo” | = 5"! ,从 本 例 可 得 圆 盘 和 球面 的 同调 
群 ,例如 


H,( Р?) = | 


HK) = | 


Z =0 Z = 0,2 
x H,( 5?) -| x 
0 p=1,2 0 p=1 
例 10 天 为 Mobius 带 的 前 分 (图 11), 显然 А,(К) = 0, 
HO (K) = 2. ГЕЯ H (K)o 


设 C2 三 Уд, сү = ааз + азаз + азад, су = G G6 + а6а5 + 
i=l 


a5a4;zl = cl+ аца, 2) = cl+ ада ES, c 不 是 闭 链 ， 也 非 整 数 

Ж р( > 2) A, m zizie + cl 为 整数 闭 链 。 дс = zl + др. 21 

~-zo 设 zEZI(K),azl = 0.。 用 挤 到 边 上 去 的 方法 (例如 用 

asa) + аца, 替换 asa4), 从 z 得 到 链 2, E ASS TM ЕА, B. z 
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~ zio 同 样 ,从 z 得 到 链 z;, 它 不 含 对 角 棱 , 即 z3 RERA E 
ЖЕ, Н. z3 ~ zio 由 于 23 是 闭 链 :9z; = 0, 顶 点 a, 不 能 在 9z3 中 
出 现 , 而 除 aras 外 ,zs 不 含有 别 的 以 a, 为 项 点 的 棱 , 所 以 竖 核 
azas 不 在 z; 中 出 现 。 同 理 , 竖 棱 azas 也 不 在 z 中 出 现 - 由 于 z, 是 
闭 链 ,如 果 z3 含有 一 条 底 棱 n 次 , 它 就 必 含 有 nzi, ME 23 – nz, 不 
可 能 含有 右边 坚 棱 azaj, z3 = поо Ж, ПЕНЯ Г z ~ nzio 最 后 ， 
证 明 nzi ~ 0, 则 = 0。 事 实 上 , 设 nzi = 9c(c 为 一 个 二 维 链 ), 由 
于 底 边 棱 恰 是 一 个 о, 的 顺 向 面 (i = 2,4,6), 故 oi(i = 2,4,6) 在 c 
中 必 出 现 n Koos 与 os 相 邻 ,ac КЕ ааз, ТИ os; 也 必 出 现 n 
次 ,同样 ,ovo3 WH nK, c = neos nz, = дс = 9(пез) = nz, 
+ nzi Жп = 0,..Н(К) = Zo 


а, а, а, а, 


a, a, a, a, 


图 11 


现 将 一 些 常见 图 形 的 同调 群 列表 如 下 。 注意 ,对 于 连通 复 形 
K,H (K) 的 秩 т 即 为 | К! 1 上 一 维 洞 的 数目 ,例如 对 有 两 个 洞 的 
环 面 , НСК) 的 秩 为 2 。 
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射影 平面 
Mobius 带 
圆 盘 р> 
ШР: р 
球面 5° 
球面 S" 
Klein Ж“ 


NI SN SNI SN S I SN 


H,(K) = 0,p = 0 


H,(K) = Z 


0 
Z 
0 
0 
0 
0 
Z 
0 
0 


NININ 


一 般 地 , 复 形 K WJ p 维 同调 群 有 如 下 唯一 的 标准 分 解 式 : 
H,(K) = 2Фф © Z 27 Фф Ф 其 中 H,(K) ЮЖ В, > 
0,ËR2J K Bp Ë Betti 22.8, ERT | K ЗУ р 09)" BJ 4 
数 , 当 二 0 时 ,8 > 1, 且 ӨР 整除 98,1, 101: = Lest] 称 为 天 
的 p 维 挠 系数 。 


2] 题 


1.6 为 一 维 单 形 ,计算 Hlo) 
2.0 为 一 维 单 形 ,K = Bdo, 计 算 H,(K)。 
3. 如 图 ,K = Ва( аб, ау, a2, аз) U Bd(ao,al,a4), 计 算 H, 
(К). 
4. 如 图 ,人 = Ві(ао,а,аз,аз) О Ві(ао,а,аз,ал), Ж Н, 
(К). 
242 


a, 


a, 


а, 


тн) (8488) 


$59 Euler — Poincaré 公式 


对 凸 多 面体 ,有 著名 的 欧 拉 公 式 : V- E + F = 2, 因 此 ,由 欧 
拉 公 式 知 仅 有 五 种 正 多 面体 ,事实 上 ,以 m 记 每 个 顶点 处 的 棱 数 ， 
n 记 每 个 面 的 边 数 (m,n > 3), 考 虑 到 每 条 棱 重 复 计 算 , 有 mV = 


2E = nF, 且 V- E+F=2, 于 是 二 + 十 - 1, l нка 
m n 2 E 


d ‚т = 3,4,5. XFER 


同时 有 m > 3,n > 3, 车 n = 3, 则 hd 
地 ,mm = 3,n = 3,4,5, 即 相对 应 于 正四 面体 .正六 面体 、 正 八 面体 、 
正 十 二 面体 和 正二 十 面体 (图 1) 。 

凸 多 面体 的 欧 拉 公式 的 推广 是 复 形 K 的 欧 拉 示 性 数 ,这 一 推 
广 至 今 仍 是 代数 拓扑 学 的 中 心 内 容 之 一 。 设 КОЖ а, 个 g 维 单 形 ,4 


= 0,1,…,dimK, 称 整数 X(K) = > (—1)%, ЖЖЖ K Ë Euler 示 
性 数 , 它 是 拓扑 不 变量 。 

对 于 凸 多 面体 , 每 个 面 可 用 一 些 互 不 交叉 的 对 角 线 分 割 为 三 
角形 ,从 而 使 其 表面 有 一 个 三 角形 前 分 K, 其 q(q = 0,1,2) 维 单 
形 数 为 a,, 则 ao = V, 而 每 增加 一 条 对 角 线 就 增加 了 一 个 面 ,所 以 
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正四 面体 正六 面体 正八 面体 
(m=n=3) 
(m=3.n=4) (m=4.n=3) 
正 上 二 面体 正 一 十 面体 
(m=3.n=5) (m=5.n=3) 
图 1 


«|- E = an- ЕЁ, F-E = о-о), TÆ X( K) = ao — a) + a> 
= V+ 下 -有 洞 的 紧 致 曲面 的 洞 数 称 为 亏 格 ,用 g 表示 , 环 面 的 
亏 格 为 1, 双 环 面 的 亏 格 为 2( 图 2)。 我 们 认为 亏 格 为 g 的 紧 致 曲面 
M 是 带 了 g 个 环 柄 紧 致 曲面 ,其 欧 拉 示 性 数 X( M) = 2(1- д) 

事实 上 , 切 开 紧 致 曲面 M 的 每 一 个 环 柄 , 把 切口 用 面 盖 上 , 需 
要 两 个 面 ,因此 ,将 环 柄 全 部 切 掉 后 ,一 共 要 盖 上 2g 个 面 。 动 过 以 
上 手术 的 曲面 M 同 胚 于 球面 5, 由 于 欧 拉 示 性 数 为 拓扑 不 变量 ， 
ТЫ, ХОМ.) = X(S) = 2( 可 通过 三 角 剖 分 直接 计算 ) ,但 M ШЕМ 
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多 了 2g 个 面 ,因此 X(M) = Х(М) +26 = 2,8 X(M) =2-2g 
= 2(1 - g)。 当 紧 致 (定向 ) 曲面 的 洞 数 为 0,1,2… 时 ,其 欧 拉 示 性 
数 分 别 为 2,0, - 2, -4,…。 

类 似 地 ,安装 了 hh 个 Mobius 带 的 球面 的 欧 拉 示 性 数 为 2 - 
h(h а) ХР, Х(Р?) =2-1=1, 而 Klein 瓶 的 欧 拉 示 性 
数 为 2 - 2 = 0. 

注 : 设 必 是 局 中 定向 闭 曲面 , 则 |Kd4 = 2xX(M), 这 个 公式 把 
整体 的 拓扑 不 变量 X( M) 和 局 部 的 等 距 不 变量 K 联系 起 来 了 ,这 
个 公式 在 高 维 下 的 推广 是 现代 微分 几何 发 展 的 一 个 原动力 。 

EX H,( K) 是 有 限 生成 交换 , 记 它 的 秩 为 B,, 称 为 复 形 К 
的 g 维 Betti 数 。 

定理 ” (Euler 一 Poicaré ЕЯ) К jè n 维 复 形 ,B, 是 K 的 g 维 
Betti Ж, = 0,1,…,n。o 则 有 Euler 一 Poicaré 公式 

Х(К) = 2, (~ D$ 

证 明 Arai à, = Ж 2,(К), u, = Ж В,(К)- ЊН H,( K) = 
Z,(K)/B,( K) 和 秩 的 可 加 性 ,得 民 = àg- 0 < q < n + 

又 因为 B,_1(K) M Z (K) DIE q: CK) —> С, (К) 的 像 
与 核 ,所 以 有 B,_1(K) = Cs(K)/Zi(K), 于 是 

Ka-1 = Gç -AO S q < no 
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两 式 相 加 : S yi = 0, 得 
a — Pa = q + q-1 0 < q < n 


于 是 хк) -六 (-1)%, = XC- Dilag пе уз 
由 p = йа гоню саа соню = Ў 2 
(= 1098, o 

Н,( К) 是 由 多 面体 1K1 的 拓扑 所 决定 的 。 2799 C DE, E 


IKI 的 拓扑 不 变量 。 另 一 方面 ,av 是 由 天 决定 的 ， 从 定义 上 看 
X(K) 是 由 KK 的 组 合 结构 决定 的 -Euler 一 Poicaré 定 理 说 明了 X(K) 
Б K 的 选择 无 关 , 它 实质 上 反映 了 | K | 的 拓扑 性 质 。 常 见 图 
JÉ BJ Euler 示 性 数 如 下 表 : 


Mobius 带 
0 


由 于 闭 曲面 的 Euler 示 性 数 及 其 是 否 可 以 定向 (二 者 结合 在 一 
起 ) 是 财 曲面 拓扑 分 类 的 标志 ,利用 Euler 示 性 数 的 拓扑 不 变性 还 
可 以 区 分 不 同 胚 的 可 定向 空间 ,例如 S? > 72, 


习 题 


1. 多 边 形 的 边 数 为 n, 已 知 它 是 从 一 个 顶点 所 能 引 的 对 角 线 
的 m 倍 , 写 出 n 与 m 的 关系 式 ,m 能 取 哪 些 值 ? 相应 的 多 边 形 是 
几 边 的 ? 
2. R 中 的 紧 致 曲面 M, 如 果 它 的 高 斯 曲率 КРО, Ее 
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格 g=0, 即 同 胚 于 一 球面 。 

3. M 是 一 紧 致 曲面 ,证 明 | КАА =2xX(M)( 注 意 ,本 公式 把 微 
分 几何 内 列 量 天 和 拓扑 不 变量 X(M) 联 系 起 来 了 , 即 | КАА 在 同 
ЖАЯТ ЕЛ Ж) 

4. 正方 形 有 四 个 顶点 四 条 棱 、 一 个 二 维 面 ;三 维 正方 体 有 8 
个 顶点 .12 条 棱 .6 个 面 、 一 个 三 维 体 。 试 间 四 维 空间 中 ,4 正方 体 
有 几 个 顶点 、 几 条 棱 、 几 个 二 维 面 \ 几 个 三 维 体 、 几 个 四 维 体 ? 


附录 关于 群 的 补充 知识 


群 是 在 集合 G 上 定义 了 一 个 结合 法 (乘法 ) 的 代数 结构 。 乘 
法 的 具体 定义 并 不 重要 ,重要 的 是 定义 中 的 4 个 条 件 :封闭 性 26 
合 律 ,单位 元 和 逆 元 。 具 体 的 群 是 研究 不 完 的 , 故 讨 论 一 般 的 群 。 
任何 一 个 群 都 同 构 于 某 一 个 变换 群 (Cayley 定理 )。 每 一 个 有 限 群 
都 与 一 个 置换 群 同 构 。 对 群 的 研究 方法 是 分 类 :有 限 群 .无 限 群 、 
交换 群 . 非 交 换 群 ,而 循环 群 是 完全 解决 了 的 一 类 群 。 


1 循环 群 


若 一 个 群 G 的 每 一 元 都 是 G 的 某 一 固定 元 a 的 乘 方 ,G 叫做 
循环 群 , 即 G 是 由 a 生成 的 , 记 作 :C = (a), a 叫做 6 的 一 个 生成 


л 


例 1 考察 整数 加 群 Z, 对 任意 正 整数 m:m =1+1+…+1 


m 


m 
= lolo% 61 = 1”, — m = (-l)+(-1)+…+(-1) = 


(-1)e (= 1) + e (=1)=(-1)” = (17!)” = 17, m0 = 1°, 
ый к cle 
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例 2 考察 全 体 整数 。 取 固定 的 n > 0, 规 定 等 价 关系 R: 
акеп la -b, 这 个 等 价 关系 叫做 模 ”的 同 余 关系 , 记 作 a = 
b(n), 即 a 同 余 4b 模 n, 利 用 这 个 等 价 关 系 将 全 体 整 数 分 类 ,得 出 
来 的 类 叫做 模 n 的 剩余 类 : 

[0],[1],: [n - 1] 
规定 [а] +[b] = [a + 5], 则 对 于 这 个 加 法 ,全 体 剩余 类 作成 一 
个 群 : 模 n 的 剩余 类 加 群 , 它 是 循环 群 ,因为 [1] 是 它 的 一 个 生成 
元 о 

以 上 给 了 两 种 循环 群 , 它 们 包括 了 所 有 的 循环 群 。 即 有 定理 : 

定理 ”循环 群 G = (a), 那 么 G 的 构造 完全 由 a 的 阶 来 决定 : 

a 的 阶 若是 无 限 的 ,那么 G 与 整数 加 群 同 构 ;a 的 阶 若 是 一 个 
有 限 整 数 n ,那么 G Уп 的 剩余 类 加 群 同 构 。 

E: С “ба, а" = e( 单 位 元 ) 的 最 小 正 整数 m y 
做 元 a 的 阶 ,m 最 小 的 含义 是 :车 o = e, 则 m1r, 例 如 ,a” = e, 必 
有 r= 2n, 则 a 的 阶 为 2. 若 这 样 的 m 不 存在 , 称 a 的 称 是 无 限 - 例 
如 对 整数 加 群 ,0 为 单位 元 :车 a = 0, па = 0 当 且 仅 当 n = 0, а W 
阶 无 限 。 


2 ҮЙ 和 群 的 同 态 


利用 群 G 的 子 群 也 可 用 来 推测 G 的 性 质 。 

EX Баж ЕЛЖ, НСТ, ҺЕ f 
群 的 所 有 元 素 时 ,元 素 ah 的 集合 称 为 H 的 一 个 左 陪 集 :aH = 
lahl h € H,a € 6G 为 固定 元 素 |。 同 样 可 定义 右 陪 集 : Ha = 
lha|h € H,a € G6 为 固定 元 素 | 。 

对 有 限 群 G,G = Н+а,Н + aH 表示 不 相交 的 陪 集 有 H、 
а›Н с a H 的 并 称 为 G 按 子 群 太 的 左 分 解 , 左 陪 集 的 个 数 7 称 为 
Н 在 G 中 的 指数 ,于 是 群 的 阶 数 = 子 群 的 阶 数 x 不 同 左 陪 集 的 个 
数 (Lagrange 定理 )。 上 述 考 虑 对 右 陪 集 也 成 立 。 
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下 面 考虑 最 重要 的 子 群 一 一 正规 子 群 。 

EX ab EG, 如 果 G 中 有 一 元 素 x, 使 xax-! = b, 称 4 与 
a Hb Æa 的 x 变形 ) 。 

ЖХ НУС 的 子 群 ,g Є G 为 固定 元 素 , 所 有 的 乘积 
аһа! 的 集合 :gHg-1 = (аһа h E€ 有 Hl 是 6 的 一 个 子 群 (五 的 共 
力 子 群 或 相似 子 群 )。 如 果 对 G 的 任何 元 素 g 都 有 gHg-" = H, WEK 
Н HG 的 正规 子 群 (不 变 子 群 ) 。 

正规 子 群 N 有 以 下 性 质 : 

DegEc, 则 六 的 左右 陪 集 相 等 :gN = Ne(*. gNeg-! = N, 
“.8N = Ng) 

O 如 果 正 规 子 群 N 含有 元 素 a, 则 N UEA a MEH 
[а] = |b|b = хах, х € G| 反 之 ,如 果子 群 N 具 有 这 个 性 质 , 则 
N 必 为 正规 子 群 。 

设 NN 是 6 的 一 个 正规 子 群 ,NN 的 左 陪 集 全 体 记 为 G/N ,对 任意 
WI aN bN € G/N, 定 义 (aN)(bN) = (ab) №, G/N 也 做 成 一 个 
群 :G 的 商 群 ,映射 x:G 一 G/N,a 一 aN 是 一 个 满 同 态 。 

两 个 群 的 同 态 或 同 构 反 映 了 群 的 外 部 关系 , 它 是 近世 代数 中 
头等 重要 的 概念 。 

定义 ”如 果 从 群 G 到 群 G 有 一 个 对 应 o, 满 足 o(a ° b) = 
pla)op(b), Yab Є С, о УУС 到 G WASE o 为 一 一 
对 应 ,po 为 同 构 ,我 们 对 同 构 的 群 不 加 区 别 , 即 精确 到 同 构 , 它 是 比 
较 两 个 群 最 有 效 的 工具 ,它们 之 间 的 不 同 是 受 外 来 影响 产生 的 。 

同 态 对 元 素 的 约束 性 体现 在 : 

ЖЕ ТЕ С #| G 的 同 态 p 之 下 ,p(e) = e, gla!) = 
p(a) 一 ,由 此 可 知 , 同 态 像 pg(G) 是 С 的 一 个 子 群 。 

定理 ”在 群 G 到 G 的 同 态 gq 之 下 ,G 中 所 有 适合 条 件 g(x) = 
e 的 元 素 的 集合 kp = фт (е) 是 6G 中 的 一 个 正规 子 群 , 称 为 同 态 
对 应 ç 的 核 。 此 时 ,有 
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G7 kp = ф( б)» 
3 交换 群 


以 下 只 限于 讨论 交换 群 , 群 的 运算 用 "+ ” ,单位 元 用 0( 零 元 )， 
х 的 逆 元 为 хь 

H УСЮ ХЕТ, НСТ, ЧНИХ HWE: 
Oxy Є HƏx+ y E Н;Ох € Нн - x € Н.Й, 6G 的 所 有 
有 限 阶 的 元 素 组 成 一 个 子 群 ,叫做 G 的 挠 子 群 。 

H 为 群 G 的 一 个 子 群 , 若 x,yEC, 且 x-yE 万, 称 x 与 y 模 
H 等 价 :x = yR H), R H 等 价 这 个 关 系 为 等 价 关 系 ,x,y 在 同 
一 等 价 类 x = y( 模 万 )。 考 虑 G 的 所 有 模 玉 等 价 类 x” 所 组 成 的 
新 集合 ix* |x € Сі. ЕХ х" + y" = (x + у)* ,得 到 一 个 群 
G/H 一 一 G X H В. G/H 是 交换 群 ,等 价 类 H 作为 商 群 的 一 
元 时 ,是 商 群 的 零 元 。 特 别 地 ,HH = |0} 时 , C/H RÆ G o 

设 f:G 一 G AAS, HECHTE f/p) E: G 的 一 个 
TË; H 是 C 的 一 个 子 群 — f (H) 是 G 的 一 个 子 群 ,特别 地 ， 
КС) Ж G 的 一 个 子 群 , 称 为 同 态 f 的 像 群 .f-!(0) 是 G 的 一 个 子 
群 , 称 为 同 态 f 的 核 。 

# f: G— G 同 态 , 且 Ac) = G ,六 为 满 同 态 。 若 f 1(0) = 0, 
f 为 单一 同 态 , 且 /为 单一 同 态 所 zx z у(х) > f(y),x,y € Go 
Ж f( G) = 0, 则 了 为 零 同 态 。 

对 于 СВЕ СИН, EX f(x) = x”, 则 了 为 满 同 态 , 称 为 G 
到 G/H ARRAS F t: G> G/H 和 1 : G — G /H ,对 f:G 一 
G 为 同 态 , 则 了 :GLH 一 G /H 为 同 态 (f 诱 导 的 同 态 ) 且 有 下 列 图 

А efa fe t 
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G/H—G'/H' 

如 果 同 态 /: G 一 G 把 群 6 一 一 地 映 满 G ,f 叫 作 一 个 同 构 映 

设 群 H; с ЙС, = 1,2,…,n, 如 果 G 的 每 一 元 x 都 可 以 用 
下 列 方式 唯一 表 出 :x = yi + ya ++ ya, yi € Hi, ШЕ GH H, B 
直 和 ,或 将 G 分 解 为 H; 的 直 和 :G = H, Фф Ф H, H, RA G H 
直 和 项 -下面 给 出 直 和 的 另 一 等 价 定义 。 

设 H, 是 群 (i = 1,2,…,n), HER C, 其 元 素 集 合 为 
Суту) y € Hi| ,其 中 的 加 法 定义 为 : (yy… yn) + (ут, 
y.) = (yi + yis yn + ya)o G? 的 子 集 |(0,…,0,y;,0,…,0) | y, 
€ 万 | 组 成 СЕВЕ НО, M| H? = Н, Н С° = НФ ·-· @ Н, у: 
(уру, y.) > yi + у, H G° #| С ВА, ÆR f F. H° = 
His 例 如 ,G 的 集合 是 |(x,y)|x,y Є RI 其 中 的 加 法 是 (x,y) + 
(х,у) = (х+х,у+у),С = Н.Ф Н,ЁФ Н, = \(х,0) | x € 
R}, Н, = 1(0,y)|y € RI, 本 例 有 明显 的 几何 意义 。 

将 G 分 解 为 H; 的 直 和 ,就 可 将 G 的 结构 的 研究 转化 为 8 的 结 
构 的 研究 , С 的 结构 的 研究 就 简化 了 。 

设 Hi, H, ÆR G 的 子 群 , 且 G 的 每 一 元 x 至 少 有 一 个 如 下 的 
表示 :x = ур +у›,уу E ҢН,у Є HA,M G = H, @ H, H, N Н, 
= 0 (G 的 零 元 ) 。 

ШЖ С = H, @ H, H) G/H, = Н. G = С, © Ф G, , H 
= H Ө >” Ө H, Nl G/H = G/H, Ф ::: @ 6,/Н, o 

# \х 为 群 6 的 一 组 元 素 ,i = 1,2,…,r, 如 果 存在 一 组 不 全 
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为 零 的 整数 14;| ,使 得 Axi + … + À, = ОСС 的 零 元 ) , 称 这 组 元 
1 线性 相关 ,否则 叫 作 线性 无 关 。 如 果 G 中 含有 某 一 组 r 个 线 
性 无 关 元 素 1z ,但 ух € С, |x;,x| 都 线性 相关 , 则 称 这 一 组 
\х 叫 作 G 的 一 个 极 大 无 关 组 ,对 于 G 的 两 个 极 大 无 关 组 ,其 元 
素 个 数 必然 相等 , 均 为 ,并 称 C 的 秩 为 r, 记 作 o(C) = +, 例如 ,如 
Ж G 的 每 一 元 x 的 阶 数 m( 使 mx = 0 的 最 小 正 整 数 m) 都 有 限 ， 
则 p(G) = 0; 有 理 数 加 群 的 秩 是 1。 对 整数 加 群 Z( 无 穷 循 环 群 )， 
ВФ ФА 的 秩 为 n, 其 极 大 无 关 组 为 : 


] 0 0 
0 l 0 
0 р, * | 
: : 0 
0 0 1 


进一步 ,n 个 无 穷 循 环 群 与 m 个 有 限 阶 的 循环 群 的 秩 还 是 nn。 显 
然 , 同 构 的 群 的 秩 相同 ,这 说 明 秩 是 群 的 结构 的 一 个 特征 。 
# H Ж& G 的 一 个 子 群 , 则 o(G) = o(H) + PLGAH)( 秩 的 可 加 性 ) 。 


4 有 限 维 的 自由 群 


为 交换 群 G 的 一 组 元 素 , G 的 每 一 元 x 至 少 有 如 下 的 表示 : 
x = А+ + А, ШФ т WAR, х E Х,А; УЗЕ, X y 
ЕСН Е, X Ju # + 2 84 R, G 叫 作 有 限 生成 的 群 。 如 
Ж X X #R #E pü gu Zk FE XG X , X H fE G 的 一 个 基 , 基 的 元 素 的 个 数 叫 
作 G 的 维 数 ,而 且 G 叫 作 一 个 有 限 维 的 自由 群 。 

例如 ,循环 群 只 有 一 个 生成 元 :G = (a),a AE G ERIZ 
是 由 1 生成 的 无 限 循环 群 ,1 是 基 , 所 以 一 维 的 自由 群 是 Zot n 的 
剩余 类 加 群 G = 1[0],[1],…,[n -1]| 是 由 [1] 生 成 的 有 限 循环 
群 ,但 [1] 不 是 G 的 基 。 有 理 数 加 群 不 是 有 限 生成 的 ,因而 不 是 有 
限 维 的 自由 群 。 
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显然 , m 维 自由 群 G 的 每 一 非 零 元 的 阶 无 限 ; G 的 秩 为 m, 两 
个 有 限 维 的 自由 群 同 构 — 它们 的 维 数 相等 。 

m 维 自由 群 的 任 一 子 群 还 是 一 个 有 限 维 的 自由 群 ,而 且 它 的 
维 数 < то 

对 于 有 限 生成 的 群 G6, 如果 它 具 有 m TERI, ME H ÆG 
的 任 一 子 群 , 则 商 群 G/H 也 具有 m 个 生成 元 o 

定理 (有 限 生成 的 交换 群 的 基本 定理 ) G 是 有 限 生 成 的 交 
换 群 , 则 有 下 述 同 构 : 

G=Z0 e Z+ Z Ф ` Ф Z 


其 中 r 称 为 C 的 秩 , 诸 0, 称 为 挠 系数 , 当 > 0 时 ,整数 0 > 1.0, 
整除 0,.1。 上 述 分 解 称 为 G 的 标准 分 解 ,r.9,、… О ERE G 的 不 变 
量 完全 组 , 即 G 的 任意 两 个 标准 分 解 都 有 相同 的 秩 和 挠 系数 。 
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